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OUESTIOlNS  D'ENSEIGNEMENT 

Par  M-»»  Vvf  F.  Prime. 


I,  —  Sur  la  division  des  nombres  entiers. 

1.  Dans  les  traités  d'arithmétique,  on  évite  de  définir  la 
division  de  deux  nombres  entiers;  on  définit  leurs  quotients 
approchés  à  moins  d'une  unité  par  défaut  et  par  excès  et  on 
reprend  la  détermination  du  quotient  exact  après  la  théorie 
des  fractions.  Il  en  résulte  des  longueurs  que  l'on  peut  éviter, 
ainsi  que  nous  voulons  le  montrer,  en  considérant  la  division 
comme  une  opération  par  laquelle,  connaissant  un  produit  (le  divi- 
dende Dj  et  le  multiplicande  (le  diviseur  ù.},  on  recherche  le  multi- 
plicateur (le  quotient  q). 

2.  Théorème  I.  —  Je  dis  que  q  =  -> 

Car,  pour  former  D  avec  d,  on  peut  partager  d  en  d  par- 
ties égales  et  prendre   D  fois  l'une  des  parties.  Il  eu  résulte 

que  D  =  d.  —  ' 
d 

3.  Théorème  II.  —  Le  quotient  q  est  l'une  des  parties  du 
dividende  D  parlayé  en   d  parties  égales. 

En  effet,  pour  partager  D  en  d  parties  égales,  partageons, 
en  d  parties  égales,  chacune  des  unités  dont  se  compose  D 
et  prenons  une  partie  à  chaque  unité;  nous  obtenons  ainsi  la 

fraction    —  • 
d 

4.  Corollaire.  —  D  —  q.d. 

5.  Il  résulte  de  là  que  la  division  permetencore  de  retrouver 
le  multiplicande  quand  on  connaît  le  multiplicateur  et  le 
produit. 
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n.  Ih'/iiiiliùiis.  —  Si  l'on  a,  à  la  fois, 

D  :^  (LQ  +  R    et     U  <  d, 

Q  s'appelle  le  ijaoUenl  par  défaut  el  R,  le  resle  par  dr/auf 
de  la  division  de   D   par   d. 

En  posant      Q'  =  Q  4-  i     et    R'  ^  (/  -  R, 
on  a  'D  =  d.Q'-li'    et     K<d; 

Q'   est  alors  le  quotient  par  excès  et  R'  le  reste  par  excès. 

7.  Théorème  III.  —  Si  D  =  dO  +  R,  on  a  <[  -  Q  +  -- 

Le  théorème  revient  à  démontrer  que 

d  =  ..(q-.M). 

■p 

Or.  ijour  l'ormer   Q  +  ^    ^^^ec  l'unité,  ou  a,   d'abord,   pris 
d 

Q    fois   l'unité  et  on  y   a  ajouté    R    fois  la  d'^"""  partie  de 

l'unité.  Pour  obtenir  le  produit  indiqué,  prenons  donc  Q  fois 

d  ce  qui  donne   dQ   et  ajoutons-y   R  fois  le  d'^""'"  de  f/  ou  R; 

nous  trouvons  ainsi   d.Q  -h  B.   ou  D. 

8.  Théorème  IV.  —  Si    D  =  dQ'  -  R',   on  a   q  ^  Q' 

R' 

-.   Même  démonstration. 

d 

9.  Théorème  V.  —  Si  on  multiplie  deux  nombres  par  un 
troisième,  les  quotients  approchés  ne  changent  pas,  mais  les  restes 
sont  multipliés  par  ce  nombre. 

En  effet,  les  relations 

D  =  d.Q  ±:  R        et        R  <  d 
entraînent        D.a  —  (rffl).Q  ■±  Ra         et        'Ra  <  dn. 

10.  Théorème  VI.  —  Si  l'on  divise  deu.r  nombres  par  un 
facteur  commun,  leurs  quotients  approchés  ne  chanyent  pas,  mais 
les  restes  sont  divisés  par  ce  facteur. 

Pour  fixer  les  idées,  prenons  une  division  faite  par  défaut; 

les  relations 

Dfl  =  da.Q  +  R,         R  <  d.a 

donnent  da.Q  <  Da  <  da.{Q  +  i), 

d'où  d.Q  <  D  <  rf.(Q  +  i). 
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Ou  peut  doue  é<'riro   D  =  d.Q  +  R,, 
avec  Ri  <  (/; 

ce  qui  moutre,  déjà,  que  le  quotieut  par  défaut  n'a  pas  changé. 

Le  théorème  V  donne  ensuite 

R  =  R,.a. 

il.  Théorème  VII.  — Dans  /es  conclilioiis  du.  théorème  V, 
comme  dans  celles  du  théorème  VI,  le  quotient  exact  ne  change  pas. 

En  effet,  ies  fraclious  —r   et  -r~  sont  écrales.   La  seconde 
d         da 

contient  a  fois  plus  de  parties  que  n'en  contient  l'autre,  mais 
les  parties  qui  la  composent  sont  a  fois  plus  petites  que 
celles  qui  composent  la  première. 


SUR  LA  SOMME  DES  M'««^^  PUISSANCP]S 

DES    COSINUS    d'arcs    EN    PROGRESSION    ARITHMETIQUE 
Par  M.  F.  ^L.  Y. 


Soit   S,„   la  somme  cherchée 

S,„  =  cos'"  a  +  cos'"(a  4-  /i)  -f-   ...  -4-  cos"'^a  +  (u  -  \)h). 

De  la  formule  générale  de  mulliplicatiou  des  arcs  : 

mim  —  i)  .,       -   „ 

cos  ma  —  cos""  a ^ — -, cos"'--  a  sm Vf 

2  ! 

m{in  —  i)  {m  -  2)  (m  —  3) 

4! 
,    mim—  i) ...  (m—  2p  +  i)        „^  .        .   „„    ^ 

'  2pi 

ou  déduit  l'égalitc 

/  cos"*  a  =  cos  ma 
(1)     )  4-  Ci  cos"'--rt  sin*a  —  Cl  cos*"-* a  siu*rt  +  . . . 

(  +  (-  0''~'^m  cos"'--'' a  sin'-f'a  ±  ... 

C^  désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets,  2/;  à  2p. 
Si  l'on  remplace,  successivement,  dans  l'égalité  (1),  a  par 
a  -h  /«,  a  +  ih,  ...  a  ■+■  {n  —  i)h,     ou  obtient  ies     (m  —  1) 
égalités  suivantes  : 
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cos"'(a  +  II)  =  cos m[a  -h  h)  +  C^  cos"*--(rt   -f-  h)  sinH-T^  +  h) 
—  Cl  cos'"-'(a  +  h)  sin*  (a  -+-  />} 
-f-  . . .  -f-  (-  i)''  '<:-P  cos"'--i'(a  +  A)  sin-Pia  +  h) 

cos"'(a  +  (n  —  i)A)  =  cos  m(a  +  in  —  \)h) 

4-  c;^  f'os"'--(a  +  (/?  —  \)h)  sin*  a  +  (n  —  i)/j] 

—  Cm  cos'"-'(a  +  {n  —  \)h)  sin*  [a  +  (n  —  i)//)  +  ... 

+  (-  i)P-'C;;;  cos'"--''(a  +  (//  -  i)'*)  sin^p  (a  +  (n  -  i)A) 

(l'oii  l'on  déduit  en  ajoutant  ces  égalités 

iS,„  —  [cosma  ■+■  cos  m{a  +  A)  +  ... 
-f  cos?;i(a  +  (n  —  i)/«)]  +  C4  i-  cos'"-'  a  sin' a 
—  Ci,S  cos™-'  a  sin*  a  +  . .  . 
+  (_  i)p-'G^P  S  cos'"--Pa  siu-Pa  =  . . . 
La   somme  des   termes  entre   crochets    est   la  somme  de 
cosinus   d'arcs   en   progression   arithmétique  ;    elle    a    pour 
expression,  d'après  une  formule  connue  : 


cos?»  fa  -+-  (n  —  I  ) 

?) 

.     mnh 
sin 

2 

.    mfi 
sin  — 

Od  n,  d'autre  part  : 

sin''  a  =  i  —  cos-  a 

sin*  a  =1—2  cos'^  r/  ■+■  cos' a 


lAp—l)  .  , 

sin^P a—\  —  p COS"  a  -f-  —^ — -  cos*  a  +  ...+(  —  i )f  cos «-^ 

2! 

L'égalité  (2)  peul  donc  s'écrire  : 

cosmfrt  -h  (H  —  i)  -  j  sin 

Sm   —    ■ ; +   Cm(S„i_2   —   Sm) 

,    mh 
sin  — 

—  C!„(S,„_i  -  2S„_2  -+-  S,„w)  +  ... 

-f-    (—     l)^_iGmySm_2p    —   pSm-2p+2 

p(p  -    Og  ^  ,  .pç^    ^ 


et,  ou  ordonnant  : 
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cosm[a-h(n  —  \)-    sin— — 
S,„ (  t  -f-  C,-„+  (  .„,-h . . .)  ^ 


sin  — 


(3) 


+  fp  +  2)0'."-^-'+  ...]  +  •.• 


On  peut,  à  l'aide  de  cettr  formule,  calculer  auccessivemenf 
cos  (2a  4-  (n  —  i)A)  sinn/t       n 


S,- 


S,  =  - 


„/                   /'\   .    3n/t  [        ,  ,/î\    •    ' 

cos3(a-t-(A?  -  I  I-  jsin cos  (a  +  (/i—  i)-j  sm 


4  sin3/i  4  .    h 

^  sm  - 

cos(4a  +  (n— i)2A;Siu  2«/?      cos!  2a  +  (n— i)/?)sinn/i      hn 

S.  ^= : ; — '■ 1 '■ : ; — '■ 1 — — 

8  81Q  2ft  2  SIU  /l  b 


dû 

Si  daus  la  formule  (3)  on  change  a  eu  -  —  o  et  h  on  —  A, 

on  obtient  une  expression  de  la  somme  des  m'*™*^*  puissances 
des  sinus  d'arcs  en  progression  arithmétique. 

2X 

Si  daus  la  formule  (3)  ou  fait  h  =  —  il  vient  : 

n 

Sm(i  +  CL  +  Cil  +  •.•)=-"  Sm_2(Cii,  +  2Cm  +  3C^,  +  . . .  ) 

—  Sm-4(Gm  +   3C„i  -f-  4C„i  4-    .  .  .  ) 
+    ,..+(-    I  )P-'S„^2piC^  +  (P  +   I  Pt'  +  {P  +  2)C^-*  +  . . . 

Or,  ou  vérifie  aisément  que  S,  —  o. 

Ou  a  donc    83=0,85=0...  Sjp^i  =  o. 

On  voit  de  même  que     S,  =  -  S4  =  —  . . . 

"2  o 

Ainsi,  daus  ce  cas,  la  somme    S^    est  iudépendaute  des 
angles. 
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CONCOURS  D'AGREGATION  DE  1894 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farisy. 


On  considère  un  quadritalère  Q  de  sommets  A,B,C,D. 
dont  les  diagonales  se  coupent  en  0.  et  les  cercles  circonscrits 
aux  triangles  OAB,  OBC,  0C:D  et  ODA.  Les  centres  Oi,  0^, 
0;j,  Oj   de  ces  cercles  sont  les  sommets  d'an  parallélogramme  P. 

1°  Le  parallélogramme  P  étant  donné,  démontrer  que  tous  les 
'/uadrilaléres  Q  qui  lui  correspondent  ont  une  surface  constante 
et  des  diagonales  de  longueur  constante. 

2"  Le  parallélogramme  P  étant  donné  et  le  point  0  étant 
assujetti  à  décrire  une  droite  A,  prouver  que  les  sommets  du 
quadrilatère  Q  se  déplacent  sur  les  côtés  d'un  parallélogramme 
P';  étudier  la  déformation  de  P'  quand  A  varie;  trouver  les 
positions  de  la  droite  A  pour  lesquelles  le  parallélogramme  P'  a 
une  surface  maximum. 

8°  Construire  le  quadrilatère  Q,  connaissant  le  jMrallélogram me 

AB      CB    ^. 

P  e(  soil  deux  angles  de  Q,  soit  les  rapports    -rf.^t  -^.  Discuter. 

4"  On  suppose  que  le  quadrilatère  Q  soit  inscriptible ;  connais- 
sant le  parallélogramme  P,  trouver  le  lieu  des  sommets  de  Q  et 
le  lieu  du  rentre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère.  (Ces  lieux 
so7it  des  coniques.) 

l'J.  Soient  A',  B',  C,  D'  les  points  milieux  des  segments 
OA.  OB,  OC,  OD.  Élevons  en  A'  et  C  sur  AC,  puis  en  B' 
el  D'  sur  ^\)  des  perpendiculaires.  Ces  droites  parallèles, 
deux  à  deux  déterminent  le  parallélogramme   OiOoOjOj . 

Les  droites   A'C   et   B'D'    sont  les  hauteurs  de   P.   Ou  a 

^,  .       ,  „,,  ^       A'C. B'D' 

donc  i)our  1  aire  de  ce  parallélogramme  :    P  =  -. — ;=-—  • 

^  ^  sin  0 


De  par  la  construction   AC  =^  2A'C'  et  BD  =  2B'D'. 
sin  0  =  2A'C' 
Q  =  2P  siu^  0 


Or,  aire  Q  =  4^j^    gin  0  =  2A'C'.B'D'  sinO 
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3".  Les  quadrilatères  ABCD  et  A'B'C'D'  sont  homothé- 
tiques;  le  rapport  de  similitulc  étant  1:2.  P  étant  donné, 
il  suffira  donc  de  coustruire,  dans  les  trois  cas  proposés,  les 
quadrilatères   A'B'C'D'. 


Fig.  I 


1®'"  Cas  :  2  angles  adjacents  A  ei  B  sont  donnés. 

Dans  les  quadrilatères  inscriptibles  D^OAiOj  et  A^0B,O, 
on  a  angle  D^AiO  :=^  00,D,  et  angle  OÂiB,  =^  OOiB^;  il  en 
résulte  angle   OiOOi  =  Ai;    de  même  angle   O-OO^  =  Bj. 

Le  point  0  est  donc  déterminé  par  l'intersection  de  deux 
segments  de  cercles  décrits  sur  les  côtés  O^Oj  et  OiO,  et 
capables  lespectivement  des  angles  Aj  et  Bj.  Les  pi' d»  dos 
p  Moendiculiires  abaissées  de  0  sur  les  côtés  de  P  sont 
les  sommels  du  quadrilatère  A,BiCiD,.  Ce  cas  admet  une 
solution  unique. 

JOURNAL  DE    MATH.   ÉLKM.  —  1894.  1. 
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2'"'^  Cas  :  5  angles  opposés  A'  et  G'  sonl  donnes. 

Gomme  dans  le  cas  précécleut,  le  point  0  est  déterminé  par 
l'interseclion  de  deux  segments  de  cercles  décrits  sur  les 
côtés  0,0;  et  OjOg  et  capables  respectivement  des  angles 
A,   et  G,. 

Ge  cas  admet  deux  solutions,  une  solution  ou  aucune  solu- 
tion, suivant  que  les  cercles  se  coupeut,  se  touchent  ou  ne 
se  coupent  pa?. 

.     ^        ^  .    ,  AB  GB 

S""'"  Cas  :  On  connaît  les  rapports    — -    et    —r* 

AlJ  {jIj 

Dans  le  quadrilatère  inscriptible   A,OB,Oi    on  a 

A,Bi  =  OOi  sinO; 

de  même  AjDj  —  00»  sin  0. 

A,B,       00, . 

^^"^  ^,  =  ^' 

on  trouve  identiquement 

G,Bi  _  00, 

gâ"ôô;* 

Le  point  0  est  donc  déterminé  par  l'intersoctiou  de  deux 
cercles  d'Apollonius.  Môme  remarque  que  précédemment  pour 
le  nombre  des  solutions. 

4°.  Dans  les  quadrilatères  inscriptibles  DjOAiO^  et 
B,0G,02     ou  a  : 

angle  OAiDj  :=  00,D,    et   augle  OB^G,  =  00,C,. 
Le  quadrilatère  AiBiG^D,   étant  inscriptible.  on  a  aussi 
angle  0A,1),  =  OB,C, 
et  par  conséquent, 

angle  OO.Oj  --  OO2O3  =  9. 

Les  rayons  0^0  et  0^0  décrivent  donc  deux  faisceaux 
symétriquement  égaux  admettant  comme  rayous  homologues  : 
pour  ?  =  o,   OjOg  et  Ofi^;   et,  pour  y»  =  0»,  0^0,  et  0^0,. 

Le  lieu  du  point  0  est  une  hyperbole  équilatère  circon- 
scrite au  parallélogramme  P.  Ses  asymptotes  sont  parallèles 
aux  bissectrices  des  angles  de  P.  Les  lieux  des  sommets  du 
quadrilatère  Q  sont  donc  des  hyperboles  équilatères  symé- 
triques du  lieu  de  0  par  rapport  aux  côtés  de  P. 
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Les  perpendiculaires  élevées  sur  B'D'  et  A'C  en  leurs 
points  milieux  œ  et  y  se  coupent  eu  M,  centre  de  la  circon- 
férence circonscrite  à  Â'B'Ù'D'  et  poiat  de  rencontre  des 
diagonales  du  parallélogramme  P. 

Or  les  centres  M  et  N  des  circonterences  circonscrites 
aux  quadrilatères  A'B'C'D'  et  A.BCD  sont  des  points  homo- 
logues de  deux  figures  homotliétiques;  donc  N  est  le  symé- 
trique de  0  par  rapport  au  poiutfixe  M  et,  comme  ce  dernier 
est  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère  lieu  de  0,  il  résulte 
que  les  lieux  de  0  et  de  N  coïncident. 


2^.  Supposons  que  la  droite  A  rencontre  les  côtés  O^Oj 
et  OjO,  du  parallélograiime  respectivement  sous  les  angles 
a  et  p;  on  a  évidemnieut  a  +  S  =  0,  angle  du  parallélo- 
gramme. Représentons  par  x,  y,  z,  u  les  intersections  de  A 
avec  les  côtés  de  P.  A  étant  le  symétrique  de  0  par  rapport 
au  côté  OjO^ ,  lorsque  0  se  meut  sur  A  ,  A  décrira  une 
droite  symétrique  de   A   par  rapport  à   O1O4  ;    de  même  pour 
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les  autres  sommets.  Les  symétriques  de  A  relatives  à  deux 
côtés  opposés  de  P  sont  cvidemmeut  parallèles,  car  elles 
forment  avec  ces  côtés  des  angles  égaux  y.  ou  p.  On  obtient 
donc  un  paralLMogramme  P'  d'angles  2(a  +  'i)  =  2O  et 
180  —  2O   dont  nous  allons  évaluer  la  surface. 

Ropréseutons  par  //'  et  h"   les  hauteurs  de  ce  parallélo- 
gramme. 

On  trouve  aisément 

//'  =  AC.  cos  a,   h"  =:  BD  cos  p, 

,,  ^  ^,  h' h"         AG.BD  cos  a .  cos  S 

d  ou  P    =  = ' 

sin  2O  sin  2O 

Il  résulte  de  cette  formule  que  la  surface  de  P'  ne  change 
pas  lorsque  A  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

Comme  u.  +  ^  —  constante  =  0,  le  maximum  de  cosa  cosp 
a  lieu  pour   a  =  ^   en  vertu  de  l'identité: 

cos  [y.  -H  (3)  -1-  cos  (x  —  S)  —  2  cos  x  cos  j3. 

P'  a  donc  sa  valeur  maximum  lorsque   A    est  également 
inclinée  sur  les  côtés  de  P. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  Aug.  Boutin 


356.  —  Trouver  trois  far7-és  entiei's  en  progression  arithméJÀque. 

On  a  à  résoudre  en  iiombres  entiers  l'e'quatiou  ; 
X2  ^  Y^  —  2Z\ 
qui  est  complètement  résolue  par  l'identité 

(2a-  —  6'-)"  -I-  (2a»  +  6-  —  ^ah]-  :^  2(20=  —  zab  +  b^f, 
où   a  et  b  sont  des  entiers  quelconques.  Le  problème  admet  donc  une 
infinité  de  solutions.  On  peut  remarquer  que  les  trois  nombres  X,  Y,  Z 
sont  de  la  même  parité,  celle  de   b. 

357.  —  On  partage  la  suite  naturelle  des  nombres  en  groupes 
contenant  le  premier  trois  nombres,  le  deuxième  cinq  nombres^ 
jjième^    2n  +  I    nonibrcs;  vérifier  que  le  pj^emier  nombre  du  n'^™^ 
groupe  est   n*  et  que  la  somme  des  n  -f-  i    premiers  termes  de  ce 
groupe  est  égale  à  la  somme  des  n  derniers. 
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11  en  résulte  que  les  carrés  des  nombres 

211'  —  I,  2)1-  +    2/'   +    I,  2/(-  +  4H  -+-   I, 

(n  entier,  positif  quelco'ique)  sont  en  progression  arithmétique,  ce  qui 
nous  fournil  une  iufinité  de  soluiions,  mais  non  toutes  les  solutions 
de  la  question  posée  à  l'exercice  précédent.  Ces  solutions  répondent  à 
l'hypothèse  (>  =  —  i . 

358.  —  Trouver  trois  triangulaires  en  prorjre>ssion  arithmétique . 

On  a  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

2m ijn  -+-  i]  =z.  n[n  -\-  i )  -f- p(p  4-  i )■ 
Si  on  pose 

.:;  —  I  X  —  I  //  —  I 

m  =  — —  ,  n  =  -- —  ,         p  =  — —  , 

l'équation  précédente  revient  à 

(1)  2Z-'  =  X-'  +  lJ- 

et  le  problème  considéié  se  ramène  à  celui  de  l'exercice  35(3.  On  aura 

donc  des  valeurs  convenables  pour   m,  n,  p,   en  partant  des  solutions 

impaires  de  l'équation  (1).  Toutes  les  solutions  du  problème  proposé  sont 

alors  fournies  par  l'ideutité  : 

I  I 

-[a-—2b^—2b—  \]ia^—ib--2b)-r-(a--r2b-—4ab—2a-r2b)[a--r2b-—A'ilj-2U—2lj—i) 

3  2 

:^  2 . -  (a-  —  2ab -+-  2b-  —  «  +  26) [a^  —  2ab  +  2b-  —  a  -f-  26  +  i  ), 
où   II  et  b  désignent  des  entiers  quelconques. 

359.  —  Si  un  cube  entier  est  terminé  par  4  ou  8,  te  ckilfre. 
des  dizaines  est  pair;  s'il  est  terminé  par  2  ou  6,  le  chiffre  de 
ses  dizaines  est  impair. 

360.  —  On  considère  la  suite  récurrente  de  Lamé  (ou  de  Fibo- 

nacci)  : 

U,   =    I  ,       Uj  =1:    I  ,       U3   =   2, U,.   =   U„_|   +   U„_2. 

Démontrer  les  formules 

"L     =(-«  —  i)«<T+  ^-"  —  -)"^  +  (2«  —  3ji(ij  -r-  ...  +  "2„_i; 

"L+i  —  '  +  -""ï  +  '■-"  ■"  0 "2  +  (2«  —  -) "ii  +  •  •  •  +  "L  ' 

n{n-[-^)u^^-\-(n  —  l])Vll+{n  —  2)  ^n—  i)«|-H  •  •  •  +  ^--K^-^n+i  "«4-2  — ^• 
{ V  désignant  celui  des  deux  nombres  n  +  i ,  n  +  2 ,   qui  est  pair.  ) 
« ._,  î'„  î*,.+,  =  «,?  +  (-  i)"«„ 
«;>  +  u^  +  «^  +  . . .  +  ?/3  ^  I  +  3u„  w„_^i  u„_^3  -K-r-,- 

361.  —  Uj,  U2  ...  u,t  désignant  les  termes  de  la  mémo  suite, 
bonimer  : 

(Question  proposée  par  Ed.  Lucas.  —  Théorie  des  nombres.) 
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On  trouve,  en  groupant  les  termes  par  deux,  après  quelques  transfor- 
mations : 


362. —  /"  a  désignait  y/'x  évaluée  à  l' unité  prê--i  par  défaut. 

Si  dans  la  transformation  de  \/x  en  fraction  continue,  la  période 
des  quotients  incomplets  comprend  n  fois  V unité  et  2a,  le  nombre 
X  a  pour  valeur  : 

.            ^       au„_.2  +  u„_i 
X  —  a(a  +  i)  H ■ —  ; 

u„  désignant  le  terme  de  rang  n  de  la  suite  de  Lame,  ou  l'on  sup- 
pose  U(,  =  o. 

2°  On  peut  toujours  trouver  une  infinité  devaleursde  a  telles  que 
X  soit  entier,  sauf  dans  le  cas  oii   11  ■+■  i    est  un  multiple  de  3. 

363.  —  On  considère  la  suite  récurrente  : 

Uo,  Ui,  U.J,  U3,   .. .  ,  u,.  =  pu„_i  -  U„_2. 

Démontrer  la  foimule  : 

"«4-1  +  u«  -  PU"  Un-pi  ==  Ui  -1-  U5  -  pui  Uo. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Dellac.  professeur  au  lycée   de 

Marseille. 

«  ...Le  théorème  principal  de  la  note  de  M.  Dorlet  sur  les 
polyèdres  semblables  [J .  E.,  1894,  p.  '231)  n'est  pas  nouveau. 
Il  y  a  longtemps  qi?e  j'ai  établi  l'existence  du  centre  do  simi- 
litude de  deux  polyèdres  semblables.  On  en  trouve  une 
démonstration  dans  les  Éléments  de  Géométrie  de  Ricart  » 
(2«  vol.,  p.  133.  Garnier  frères.)  C^). 

BIBLIOGRAPHIE 


Tableau  métrique  de  Logarithmes,  par  M.  G.  Dumesml.  —  Tableau 
complet  m-8°,  en  noir,  U  fr.  75;  in-4",  en  deux  couleurs,  1  fr.  50. 
Instruction,  1  fr.  50. 

On  sait  que  les  I^ogarillimes  permettent  de  ramener  à  de  simples  addi- 
tions les  calculs  les  plus  compliqués;  malheureusement  la  plupart  des 

{')  La  question  600,  proposée  plus  loin,  fait  suite  à  celte  théorie. 
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Tables  parues  jusqu'à  te  jour  ont  été  éditées  sous  forme  de  volumes  peu 
portatifs,  d'une  lecture  souvent  difficile. 

Or  le  Tableau  métrique  de  Logarilhrnes  à  cinq  décimales,  que  nous 
avons  sous  les  yeux,  est  groupé  de  telle  sorte  que  les  lugarithmes  d.  tous 
les  nombres  de  1  a  10.000  sont  indiqués  d'une  façon  très  nette,  très  lisible, 
sur  un  seul  feuillet  in  4";  il  est  donc  impossible  de  désirer  une  Table  plus 
complète,  sous  une  forme  plus  portative. 

La  lecture  de  ce  tableau  est  si  facile  qu'il  suffit  d'une  étude  de  quelques 
minutes  pour  être  en  mesure  de  passer  instantanément,  sans  hésitation 
aucune,  d'un  nombre  quelconque  au  logarithme  de  ce  nombre,  ou  du 
logarithme  au  nombre. 

Éléments  de  Trigonométrie,  à  l'usage  des  élèves  de  l'enseignement 
secondaire  moderne  (conformes  aux  programmes  du  15  juin  1894),  par 
MM.  Ch.  Vacquant,  inspecteur  général  et  Macé  de  Lépinay,  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 

Ou  sait  que  le  programme  de  la  trigonométrie  dans  l'enseignement 
moderne  est  partagé  entre  la  seconde  et  la  première-sciences.  Ces  deux 
programmes  sont  absolument  distincts  au  point  de  vue  des  matières  qui 
y  sont  traitées;  l'esprit  qui  les  inspire  est  aussi  très  différent.  Ce  n'est  que 
dans  la  piemière-sciences  qu'on  développe  le  théorème  des  proj'  étions  et 
qu'on  établit  les  formules  relatives  à  l'addition  des  axes,  formules  qui  sont 
la  conséquence  toute  naturelle  de  ce  théorème  fondamental.  Il  en  résulte 
une  difficulté  qui  ne  se  rencontre  pas  dans  l'enseignement  classique  et 
sur  laquelle  nous  désirons  appeler  l'attention  de  nos  lecteurs. 

Le  programme  de  seconde  indique,  à  propos  de  la  résolution  des  triangles 
«  on   élabttl   GÉOMiVruiour.MKNT    les  formules  cloiil  ou   a  besoin  y>.  Parmi    les 
démonstrations,  se  présente  celle  de  la  formule  classique 
A  —  B        a— h         X-r  15 

utilisée  dans  le  deuxième  ccia  (données    a,  h,  C).    On  sait  comment  on 

déduit  cette  formule  des  relations 

a  b 

il)  = , 

sin  A.        sin  B 

(3)  A  H-B  =  i8o°  — C. 

Mais  les  transformations  nécessaires  pour  déduire  (1)  des  égalités  (2), 
(3),  ne  peuvent  être  présentées  aux  élèves  de  la  seconde  moderne  qui  ne 
sont  pas  en  possession  des  formules  que  l'on  emploie  dans  le  calcul  clas- 
sique auquel  nous  faisons  allusion.  G'cbt  pourquoi,  le  programme  exige 
l'établissement  de  (1)  par  des  considérations  géométriques.  On  lira  à  la 
page  81  du  livre,  excellent  à  tous  les  points  de  vue,  que  nous  signalons 
à  l'attention  de  nos  lecteurs,  la  démonstration  ingénieuse  proposée  par 
MM.  Vacquant  et  Vlacé  de  Lépinay.  Cette  question  n'est  pas  aussi  simple 
qu'elle  le  paraît  au  premier  abord.  N'y  a-t-il  pas  moyen  de  tourner  autre- 
ment cette  difficulté?  Nous  posons  la  question  à  nos  lecteurs;  peut-être 
intéressera-l-elle  quelques-uns  d'euire  eux  et  nous  publierons  avec 
plaisir  les  réflexions  qu'ils  pourrraient  nous  envoyer  sur  ce  sujet. 

Nous  avons  reçu  et  nous  signalons  à  l'attention  de  nos  lecteurs  les 
ouvrages  suivants  : 
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Géométrie  générale,  par  D.-Z.  Garcia  de  Galdeano,  professeur  de 
Géométrie  analytique  à  l'Université  de  Saragosse. 

Théorie  des  Quantités  imaginaires,  par  D.  Atanasio  Lasala  y  Mar- 
TiNEZ  (  Première  partie:  les  imaginaires  dans  le  plan;  Bilbao,  1894). 

Géométrie  descriptive  élémentaire  et  ses  applications  (l"  volume, 
Paraisa  et  C'%  éditeurs;  prix,  i  Ir.  75),  par  le  D'  S.  Outu  Garbo.m. 

Cours  de  Géométrie  descriptive  (à  l'usage  des  élèves  de  l'enseigne- 
meal  secondaire  moderne),  par  M.  Gh.  Brisse  ^Librairie  Gauthier- 
Villars,  1x95). 

On  nous  prie  d'annoncer  aux  lecteurs  du  Journal  l'apparition  d'une 
nouvelle  Revue  portant  le  nom  de  l'Étranger.  Cette  revue  est  interna- 
tionale, politique,  littéraire,  scient ifirjue  et  artistique.  Elle  nous  paraît 
répondre  a  un  be.-oin  auquel  on  n'a  pas  suffisamment  songé  jusqu'ici,  le 
besoin  de  connaître  ce  qui  se  dit  de  nous  à  l'étranger  et  de  savoir  ce  qu'on 
y  fait,  ce  qu'on  y  pense.  Voici  d'ailleurs  quelques  ligues,  extraites  du 
programme  que  s'est  tracé  la  rédaction  de  cette  revue  et  qui  fera  connaître 
le  but  qu'elle  se  propose  d'atteindre. 

«  Toute  ]Sation  qui  voudrait  aujourd'hui  s'isoler  des  pays  voisins,  et 
vivre  par  elle-même,  serait  inévitablement  condamnée  à  la  déchéance  et 
à  la  mort. 

»  Plus  un  peuple  sera  au  courant  de  ce  qui  se  passe  chez  les  nations  qui 
l'entourent,  mieux  il  saura  profiter  de  leur  exemple,  tirer  parti  de  leurs 
sages  réformes,  éviter  leurs  err.-urs,  plus  ce  peuple  sera  grand  et  fort. 

«  Être  utile  à  notre  pays  par  la  comparaison  con:<taute  de  ce  qui  se  fait 
à  l'étranger  avec  ce  qui  se  passe  chez  nous;  bâter  l'œuvre  de  la  civilisa- 
tion par  la  recherche  et  l'étude  des  progrès  réalisés  autour  de  nous  ;  mettre 
ainsi  toutes  nos  forces  au  service  de  la  France,  au  service  de  l'humanité 
entière  :  tel  est  le  but  que  se  propose  notre  Picvue.  » 

L'Étranger  parait  tous  les  mois  (à  dater  du  1"  décembre  1894).  Les 
abonnemeuts  ,6  fr.  paurla  France; 7 fr.  pour  les  pays  de  l'Union  postale), 
doivent  être  demandés  à  M.  Lombard,  77,  rue  Denfert-Rochereau. 

Comme  tous  les  ans  à  pareille  époque,  l'Annuaire  du  Bureau  des 
Longitudes  vient  de  paraître.  L'Aunaire  pour  1895  renferme  une  foule 
de  renseij;nements  pratiques  réunis  dans  ce  petit  volume  pour  la  commo- 
dité d_s  travaillt-urs.  On  y  trouve  é-'alnment  des  articles  dus  aux  savants 
les  plus  illustres  sur  les  Monnaies,  la  Statistique,  la  Géographie,  la  Miné- 
ralogie, ec,  enfin  les  Xolicc::^  suivantes  •  Les  On'ies  nlmosphériques 
lunaires;  par  M.  Bduqletdelv  Gkye.  —  Sur  le  Confjrès  uéidési'iue  d'Insprilck; 
par  M.  F.  Tiss  rand.  —  L'obscrvaiore  du  mont  Rlanc;  par  M.  J.  Janssen.  — 
La  Pholométrie  pholofjraphiqiu; ;  par  M.  J.  Janssen.  —  Rip,iorl  sur  /««  propo- 
sitions d'uni/icalioit  des  jours  astronomique  et  civit;  pnr  .M.  11  I'oincaré.  lu-I8 
de  iv-82rt  piges,  avec  deux  cartes  magnétiques.  (Paris,  Gauthier- Villars  et 
fils,  1  fr.  50  c.  ;  franco,  1  fr.  S5.) 
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BACCALAUREATS 


Académie  de  Besançon. 

I.  —  Entre  quelles  valeurs  de  x  le  quotient  y  =  — ,  peut-U 

OC"  —  jX  ~t"  D 

prendre  des  valeurs  supérieures  à  i  ?  Entre  ces  valeurs  de  x ,  quelle  est 
la  plus  petite  valeur  que  ce  quotient  puisse  prendre?  —  Représenter  la 
marche  de  la  fonction. 

II.  —  Questions  à  choisir  :  fa)  Mener  les  tangentes  à  l'ellipse  par  un  point 
de  son  plan;  (lï  La  sous-normale  en  un  point  quelconque  d'une  parabole 
a  une  longueur  constante;  (c  Définition  de  rhélice.  Propriété  de  la  tan- 
gente. 

2'  Problème.  —  Ranger,  par  ordre  de  grandeur  croissante,  les  racines 
a,  b,   de  l'équation 

X-  —  7)IV  —    I   =:  0 

et  les  racines  c  et  d  de  l'équation 

X-  -t-  mx  —  1  =  0, 
m  étant  un  nombre  donné  positif. 

III.  —  1'  Volume  du  tronc  de  pyramide  à  bases  triangulaires  et  paral- 
lèles. 

2'  Discuter  la  fraction    y  =  — et  construire  la  courbe  correspou- 

x^ —  I 

danle. 

Académie  de  Bordeaux. 

1»  Problème.  —  On  donne  deux  circonférences  0,0',  de  rayons  res- 
pectifs R  et  ;•,  la  circonférence  G'  passant  par  le  centre  0  de  la 
première.  Mener  à  la  circonférence  O'  une  tangente  NMN' ,  telle  que 
la  somme  des  carrés  des  segments  MN ,  MN' ,  interceptés  à  partir  du 
point  de  contact  sur  cette  tangente  par  la  circonférence  0  ,  soit  égale  a 
une  quantité  donnée  K- .  On  cherchera  l'angle  y  que  fait  alors  le 
rayon  O'M  allant  au  point  do  contact  avec  \\  ligne  des  centres  00'. 
—  Conditions  de  possibilité. 

2°  Questions  à  çhoivr  :  'a]  "Volume  du  segment  sphérique;  :bj  Limite  de 
la  somme  des  dièdres  d'un  angle  trièdre  ;('cj  Deux  polyèdres  symétriques 
sont  équivalents. 

Académie  de  Caen. 

Queslionfi  à  choisir  :  (u;  Faire  et  expliquer  l'épure  propre  à  déterminer 
l'angle  d'un  plan  quelconque  défini  par  ses  traces  avec  le  plan  bissecteur 
du  dièdre  formé  par  les  plans  de  projection. 

(b)  Déterminer  les  valeurs  du  paramètre  m  pour  lesquelles  les  quatre 
racines  de  l'équation 

X'  -h  ('ini  ■+■  2)x^  H-  m-  =  o 
forment  une  progression  arithmétique. 

(c)  Montrer  que  tout  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
peut  être  obtenu  à  l'aide  d'une  rotation  ou  une  translation,  suivant  les  cas. 

Académie  de  Clermont. 

t'  Composition  d'un  système  quelconque  de  forces  appliquées  à  un 
coriis  solide. 
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2"  Problème.  —  On  donne  un  triangle  isoscèle  ABC  ;  l'angle  au  sommet 
A  vaut  1 20",  les  côtés  AB ,  AC  sont  égaux  à  a.  Trouver  sur  les  per- 
pendiculaires menées  en  B  et  C  au  plan  de  ce  triangle  deux  points 
P  et  Q ,  tels  que  AP'j  soit  rectangle  en  A  et  que  le  volume  ABCPQ 
ait  une  valeur  donnée.  —  Discussion. 

Académie  de  Dijon. 

I.  —  Construire  les  traces  d'un  plan,  sachant  qu'elles  sont  respective- 
ment parallèles  à  des  droites  données  sur  l'épure  et  connaissant,  après 
son  rabattement  sur  le  plan  horizontal,  le  rabattement  d'un  point  du  plan 
chercht''  dout  la  cote  est  donnée. 

II.  —  Calculer  les  angles  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  l'angle 
aigu  sous  lequel  se  coupent  les  médianes  issues  des  sommets  des  angles 
aigus.  Dire  la  condition  de  possibilité  du  problème  et  la  forme  du  triangle 
dans  le  cas  extrême  où  elle  est  satisfaite. 

III.  —  Calculer  les  coefHcients  p  ,  q  oi  les  racines  de  l'équation 

X-  -i-  px  -\-  q  =:  o, 
sachant  que  les  racines,  augmentées   de  l'unité,  chacune,  deviennent 
celles  de  l'équation 

X-  —  [jx  -+-  pq  :=  o. 

IV.  —  Minimum  de  l'expression 

\/j"-  4-4  —  2X-  -7-   \/x^  -\-  (j  —  3a- 
et  valeur  de  x   pour  laquelle  cette  expression  est  minimum. 

V.  —  1"  Volume  du  segment  sphérique.  Volume  du  tronc  de  pyramide 
à  bases  parallèles.  Volume  du  tronc  de  prisme  triangulaire. 

2°  ProblèDte.  Dans  un  triangle  ABC  ,  on  joint  le  sommet  A  à  un  point 
quelconque  M  du  côté  opposé  BC  ,  puis,  par  ses  autres  sommets  B  , 
C ,  on  mène  à  la  droite  MA  des  parallèles  rencontrant  CA  et  BA 
prolongés  aux  points    N  et    P.    Prouver  que  l'on  a  toujours 

I    I  I 

MÂ~  BN  "^  CP' 
Gomment  celte  relation  doit  être  modifiée  lorsque  le  point    M  est  pris 
.sur  le  prolongement  du  côté  BG  ? 

VI.  —  1°  Réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  à  une 
force  et  à  un  couple. 

2"  Problème.  — Une  droite  est  située  dans  le  plan  vertical  de  projection 
et  fait  un  angle  y.  avec  la  ligne  de  terre,  un  plan  passe  par  la  ligne  de 
terre  et  fait  un  angle  p  avec  le  plan  horizontal;  calculer  l'angle  de  la  droite 
et  du  plan. 

VII.  —  1°  Équilibre  d'un  corps  pesant  placé  sur  un  plan  incliné. 

2"  Problème.  —  Par  les  sommets  BG  des  angles  aigus  d'un  triangle  rec- 
tangle ABG,  on  mène  deux  droites  mutuellement  parallèles  qui  rencon- 
trent en  MN  respectivement  les  prolongements  des  côtés  de  l'angle  droit 
GA  ,  BA  ,  et  on  demande  comment  il  faut  diriger  ces  parallèles  pour  que 
la  somme  des  aires  des  triangles   BAM  ,  GAN  ,   soit  un  minimum. 

VIII.  —  Calculer  le  rayon  d'une  circonférence  tangente  à  deux  circon- 
férences données  de  rayon  R  et  R' ,  et  à  la  droite  qui  joint  leurs 
centres.  —  On  désignera  par   d  la  distance  des  centres. 
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QUESTION  515 

Jiioliition  par  M.  Ai-etrop. 


Résoudre  le  système  d'équations 


\  I  a  4-  X 

-^    H =: 

by  cz  ax(a  —  x) 

I  I  b  +  y 

cz  ax  by(b  —  y) 

I  I  c  +  z 


ax       by       cz  (c  —  z) 


(E.  Lemoiue.) 


On  trouve  aisémeut 

(1)  x{a  —  X)  =^  ij{b  —  y)  =  s(c  —  s)  =  À, 
(en  représentant  par  X  ces  produits  égaux)  et 

(2)  ï  +  ^+f^i. 
abc 

Or,  si  nous  désignons  par  a,  b,  c  les  longueurs  de  trois 
céviennes  (*)  d'un  triangle,  les  segments  déterminés  sur  elles 
par  leur  point  de  concours  et  les  bases  du  triangle,  satisfont 
à  l'équation  (2)  (théorème  de  Gergonne)  ;  et  alors,  pour  qu'ils 
satisfassent  aussi  aux  équations  M),  il  faut  que  lesdites 
céviennes  soient  les  hauteurs  du  triangle  considéré. 

Nous  écrirons,  pour  prendre  les  dénominations  habituelles, 
a  =  ha,     b  =  hi,,    c  =  Ile', 
X,  y,  z   sont  les  distances  de  l'ortliocentre  aux  trois  côtes  du 
triangle  ABC   qui  a  pour  hauteurs   ha,  h,  If. 

Si   a,  b,  c  désignent  les  côtés  de  ce  triangle  et  R   le  rayon 
du  cercle  circonscrit,  on  a,  par  conséquent 
X  =  2R  cos  B  cos  C. 

Mais 
ha  =  2R  (cos  A  4-  cos  B  cos  C)  =  2R  sin  B  sin  C 

„-,    .     B         B    .    G  C 

=  8R  sin  —  cos  —  sin  —  cos  —  » 
2  222 

,,  ,  ha  cos  B  cos  C 

d  ou  .T  =  — 


.     B    .    G         B        G 

4  sin  —  sin  —  cos  —  cos  — 


(•)  Les  céviennes  d'un  triangle  sont  les  droites  qui  joignent  un  point 
de  sou  plan  aux  trois  sommets. 
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(Jr,  de  la  relation    a*  =  6^  +  c^  —  26c  cos  A,    ou  lire 


III  2  . 

lr„       hl       /i2       hbhc 


d'oii  l'on  déduit 


cosA:^ 


h'i      hl       hl 


2 


.     A 

sm  — 

2 


d'oii  enfm 
X  —  lu 


\hl  "^  hl        hV\hl  "^  A?        fû) 


VAa       h,,     hj\li„       Ile     hal\lh.      ha       hj\ha      ht,      hr) 

ou,  avec  les  notations  do  l'énoncé, 

(ô^c^  +  a"-c"-  —  a-b-)(b-c'^  -h  a-b^  —  a'^c'') 

X  =  a ^ • 

(bc+ca+ab){ab+ac—bc){bc-\-ba  —  ac){cb-\-ca—ab) 

On  trouve  de  même  y  et  s.  Il  est  clair  que  notre  hypothèse, 
<{ue  a,  b,  c  soient  les  hauteurs  d'un  triangle,  n'empêche  pas 
cette  solution  d'être  exacte,  si  a,  b,  c  ne  peuvent  être  les 
hauteurs  d'un  triangle. 

Aulreinent  (*).  —  Retranchons  successivement  la  seconde 
des  équations  proposées  de  la  première  et  la  troisième  de  la 
seconde,  il  vient  : 

/      I  I    _      a  ^  X  b  +  y 

(3) 


d'où 

(4j 


ày 

ax       ax{a  —  x)        by{b  —  y) 

I 

I            ^+11               c  +  z 

cz 

by        ày{b  -  y)        cz(c  -  z) 

x{a 

-  X)  =  y{b  -  y)  =  z{c  -  z). 

(*)  Cette  solution  algébrique  est  de  M.  Davidoglou. 
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Faisant  la  somme  des  trois  équations  proposées,  ou  a  : 
I    /         a  -h  x\        I     /         0  +  y\         I    /        c  "^'  ^\  _ 
ax\        a  —œj       by  \         b  —  ij/       cz-  \  - 

a  —  ix  b  —  3y  c  —  3 


—  o. 


(S) 


-h  -  =  1 
b        c 


d'oU  ,  •    ,    ,         ,      ' 

ax{a  —  X)       by{y  —  b)       cz[c  —  z) 

et  ayant  égard  à  (4) 

X   ,   y 

a 

Posons,  pour  simplicité  : 

-  -=  a  ;     f  =  3  ;     -  =    Y       et      K^  =  --  ;   K,  -  — 

alors  a  H-  ^  +  Y  =  i 

et  «Mi  -  a)  ^  ^'[^(i  -  .3)  =.  c^Y(i  -  y), 


d'où 
Alors 


p  -  p'  ~       p-  P'  ~ 


[ij]       Ki4-K,= 


Y-(a''  +  Y')_(i  -?)-(!  -p)'  +  2aY 


et 


(7)       Im-K, 


(a  _  y)[i   -  (a  +  y)]  _  «  -  y 


P(i   -  p)  I   -  p 

L'équation  (7),  élevée  au  carré,  devient  : 

(Kl  -  K.r(i  -pr=:  (i  -  pr-4«Y; 

4 
(6j  devient  alors  : 

2(K,  +  K,).ri.(i-^3;  =  2(i-p)-2(i-p/^  +  (i-[5)^i-(K,-K,)-^j 

d'où  écartant  la  solution       p  =  i  ; 

ce  qui  donne  y  =  b, 

on  a  j)Our  [3  : 

Os  -  K,,'  -  I  L     Va'    ey      JL    Va'      c'J      J 


Donc  y  =  b 


Va»       cV  Va»        cV 
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t'{  (le  mt'iiic 


a?  =  rt 


-■■(„7-f)-' 

\a-        Ir  1 

"-"ij'--^)  -'"ii''-^) 


ce  qui,   tous  calculs  faits,   donne    la  valeur  précédemment 
trouvée. 


OUESTION  559 

^iolutioii  par  A.  Droz  Fauny. 


1"  On  donne  un  point  A  et  deux  droites  L  ,  L'  qui  se  coupent 
en  B  .  Les  perpendiculaires  abaissées  de  A  sur  L ,  L'  rencon- 
trent respectivement  ces  droites  en  D  et  D' .  Démontrer  que  les 
trois  points  B  ,  D ,  D'  et  les  symétriques  y. ,  y.'  de  A ,  relative- 
ment à   L  ,  L'   sont  sur  une  même  circonférence. 

S**  Si,  L  ,  L'  restant  fixes,  le  point  A  parcourt  une  certaine 
courbe,  le  centre  0  du  cercle  BDD'aa'  décrit  une  courbe  symé- 
triquement semblable.  (Bernes.) 

On  =;ait  que  dans  tout  triangle,   les  points  symétriques  de 

l'orthocentre  par  rapport 
aux  côtés  appartiennent 
à  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle. 

Or,  dans  le  triangle 
BDD',  A  est  l'ortho- 
centre, d'oîila  première 
partie. 

Comme,  dansuntrian- 
eie,  le  centre  du  cercle 
circonscrit  et  l'ortho- 
centre sont  conjugués 
isogouaux,  les  droites  BO   et    AB   sont  symétriques  par  rap- 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  23 

})or(  à  la  bissectrice  de  l'angie   B  ;   on  sait  en  outre  que  AI3 
:=  2OB.COS  B,    ce  qui  dénioutro  la  seconde  partie. 

Nota.  —  Autre  soluliou  par  M.  Vazuc,  professeur  au  collège  de  l^alaise, 
et  TzrrzÉicA,  élève  à  l'école  normale  de  Bucliarest.  Ce  dernier  nous  fait 
observer  que  la  deuxième  partie  été  déjà  proposée  sous  une  autre  forme 
et  résolue  y.loumal  1890,  p.  215,  q"  340). 


QUESTION   563 

Solution  par  M.  G.  Tzitzéica,  à  Bucarest. 


La  normale  en  un  point  M  quelconque  d'une  ellipse,  de  foyers 
F,  et  F',  rencontre  le  grand  axe  en    P   et  le  petit  axe  en  Q. 

Soient  9  et  tp'  les  symétriques  de  F  et  F'  par  rapport  à  la 
normale. 

Montrer  que  les  quadrilatères  PQcp'F  et  PQF'-p  sont  inscript ihles 
à  un  cercle.  (E.-N.  Barisien;. 

Les  triangles   F'Q'/,  F'Pcp'   sout  isoscèles. 

Doue  PFQ  =  ÏYQ. 

Le  triangle  FQF'   étant  de  même  isoscèle,  on  a 

FTQ  =  fFQ". 
Il  en  résulte 

ftq-p?q; 

ce  qui  justifie  l'énoncé.  L'autre  quadri- 
latère est  le  symétrique  du  précédent  par 
rapport  à  la  normale. 

La  propriété  précédente  est  indépendante  de  l'ellipse;  elle 
appaitient  plutôt  au  trapèze  isoscèle,  et  on  peut  lui  donner 
l'énoncé  suivant  : 

fA's  extrémités  d'un  côté  non- parallèle  d'un  trapèze  isoscèle,  le 
point  de  concours  des  diagonales  et  le  centre  du  cercle  circonscrit 
sont  quatre  points  d'un  même  cercle. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Droz-Faknv,  professeur  au  lycée 
de  Porrenlruy  ;  E.  Fuucaht,  élève  au  lycée  Michelet ,  Antoine  Davu)oglou, 
élève  au  lycée  Godreano,  à  Berlad. 
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(jUESTIO^'S  PROPOSEES 


600.  —  1"  Pour  qu'une  droite  L  soit  l'axe  de  similitude 
(ou  droite  double)  de  deux  polyèdres  semblables  P,  P',  il 
faut  et  il  sutlît  que  toutes  les  arêtes  homologues  soient  vues,  à 
partir  de  L,  sous  des  angles  dièdres  égaux,  chacun  a  chacun. 

Si  on  ne  considérait  pas  tous  les  points  de  l'espace  comme 
rattachés  à  P  et  P',  il  pourrait  y  avoir  exception  :  déduire 
l'exception  de  la  démonstration  générale. 

2°  Pour  qu'un  point  soit  le  centre  de  similitude  (ou  point 
double)  de  deux  polyèdres  semblables,  il  faut  et  il  suffit  que, 
de  ce  point,  on  voie  les  arêtes  homologues  sous  des  angles 
égaux  chacun  à  chacun. 

3*^  On  donne  dans  l'espace  deux  angles  égaux  x\y,  x'k'y'  ; 
mener  un  plan  qui,  en  coupant  ces  deux  angles,  détermine 
deux  triangles  directement  semblables  ayant  des  angles 
donnés  et  un  rapport  donné. 

4°  On  donne  les  droites  L,  L'  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace  et  les  points  A,  A.'  situés  sur  ces 
droites;  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné,  ou  bien 
passant  par  une  droite  donnée,  qui  coupe  les  deux  droites  en 
des  pointsr'M,  M'  tels  que,  si  k  est  un  rapport  donné,  on  ait 
A'M'  _ 

ÂM  -  ''■ 
Cette  dernière  partie  conduit  à  une  solution  géométrique 
de  l'intersection  d'une  droite  avec  le  paraboloïde  hyperbolique. 

(H.  Del  lac.) 

601.  —  On  donne  dans  l'espace  un  point  0  et  une  circon- 
férence sur  laquelle  se  trouvent  les  sommets  A,  B,  C,  D  d'un 
quadrilatère  convexe;  démontrer  que 

AB.BD.AD.ÔC^  +  BC.CD.BD.OÂ^  

r^  AB.BG.AC.OD'  +  AC.CD.AD.OB". 
On  demande  en  outre  des  conséquences  de  cette  propriété. 

(Mannheim.) 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DBS  CHEMINS  DE   FER 
IMPRIMERIE  CHAIX.  RIE  BERGÈRE,  20,  PARIS.  —  25230-12-94- 
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QUESTIONS   D'ENSEIGNEMENT  (Suite) 

Par  M""  Vve  F.  Prime. 


II.  —  Sur  la  conversion  des  fractions  ordinaires  en  décimales 
A.  —  Tliéorèmes  fondamentaux. 

1.  Théorème  I.  —  Si  le  nombre  des  décimales  croit  sans 
cesse,  le  nombre  décimal  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 

Soit  le  nombre  décimal 

E,  Uitt^a^  . . . 
Si   E'   est  un  nombre  entier  supérieur  à   E,  on  a 

E  <  E,  «1  <  E,  ai^a  <  •  •  •  <  E,  a^a^  . . .  a^  <  E'. 
11  eu  résulte  que,  n    croissant  indéfiniment,  la  valeur  du 
nombre  décimal 

E,  «,«2   '■'   dn 

augmente  indéfiniment,  tout  en  restant  toujours  inférieure  à 
E'.   Donc... 

2.  Dé/înitiou.  —  La  limite  trouvée  s'appelle  la  valeur  du 
nombre  décimal  et  il  résulte  d'un  théorème  connu  qu'on  mul- 
tiplie un  nombre  décimal  par  lo"*  en  avançant  la  virgule  de 
m  rangs  vers  la  droite  (lim.  PX  ^  P.  lim.  X). 

3.  Théorème  II.  —  Ld  valeur  d'un  nombre  décimal  illimité 
est  tout  au  plus  égale  à  une  unité  de  l'ordre  immédiatement  supérieur 
à  celui  de  son  premier  chiffre  ngnificatif  de  gauche. 

Soient  o,og  ...  ci    une  unité  du  7^'*'°^  ordre  décimal  et 
G, GO  . . .  ooa^a.^  . . . 
un  nombre  décimal  dont  le  premier  chiffre  significatif  est  au 
moins  du   (/t+i)'^'"«  ordre. 
On  a,  quel  que  soit   m, 

o,oo  ...  oi  >  0,00  . . .  Goa,a5,  ...  a^, 
et,  aussi,     0,00  ...01  >  lim.  0,00  . . .  Goaia^  . . . 

4.  Théorème  III.  —  Deux  nombres  décimaux  égaux  sont 

(jénéralement  identiques . 

1°  Les  deux  développements  sont  limités.  S'ils  n'étaient  pas 
identique-,  le  résultat  de  leur  soustraction  ne  serait  pas  nul. 
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'^'^  Les  deux  développements  sont  illimités.  Soient  "V  leur  valeur 
commune  et  V„,,  y  m  leurs  valeurs  limitées  à  la  jh""''  décimale. 
On  a 

o<V-V„.<-^,        et         o<V-V;<-^^; 

lO'"  10'" 

par  suite, 


V«,  =  0. 


ou 


V    —  V' 


I 

<7^ 


Dans  le  premier  cas,  V,„  est  identique  à  V,'„  (1°)  et  comme 
m  est  quelconque,  les  deux  développements  sont  entièrement 
identiques. 

Quant  à  la  seconde  hypothèse,  elle  doit  être  rejetée,  puisque 

V„i  et  V,',  étant  multiples  de  — -■<  leur  diflférence  ne  peut  pas 
être  inférieure  à 

10'" 

3°  U7i  développement  est  limité,  et  l'autre  illimité.  Yû.  G.  Th.  III. 

B.  —  Conversion  des  fractions  ordinaires  en  décimales. 

P 

1.  Règle.  —  Convertir  en  décimales  la  fraction  ordinaire  -» 

c'est  chercher  combien  elle  contient  de  dixièmes,  de  centièmes 

et  ainsi  de  suite 

Faisons  les  divisions 

p    =  q.'E  +  r  , 

lo.r   =  cj.tti  h  r^  , 

10. /'i  =  cj.a^  -h  r^  , 

10.7-2  =  g. «3  +  Ts  , 

1)  r 

il  en  résulte  que       -  =  E,  a^a^a^  h ^ 

^  r  '    i  -!  "        q.  10^ 

avec  r  <  — r* 

g.io^        lo-* 

On  retrouve,  ainsi,  la  règle  connue. 

2.  Théorème  I.  —  Si,  -  étant  irréductible,  q  ne  contient  que 

les  facteurs  2  et  5, la  conversion  se  fait  exactement  et  lenombre des 
décimales  est  égal  au  plus  haut  exposant  des  facteurs  2  et  5  dans  q. 
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Soit    9  =  2"^.  5",    avec  m>n;     on  a 
p  _  p.  5'"-" 
g  ~     10""    * 
quotient  qui  aura  bien  m  chiffres  décimaux;  car,  îîi  étant  plus 
grand  que  ?i,  p  est  premier  avec  2  et  p.  5'"-"  n'est  pas  multiple 
de  10. 

3.  Théorème  II.  —  Si  q  renferme  cV autres  facteurs  pre- 
miers que  2  et  5,  la  fraction  irréductible  —    7ie    se  convertit  pas 

exactement  en  décimales. 

o-  -,        ■  p         a 

bi  on  pouvait  avoir         —  = » 

^  g        10'" 

avec  a  entier,  on  aurait 

p.  10"' 


7 
égalité  impossible,   q  étant  premier  avec  p  et  ne  divisant 
pas  10"'. 

4.  Théorème  III.  —  Si  le  développement  de  -  en  décimales 
est  illimité,  sa  valeur  est  égale  à  —  • 

Soient  V,»  la  valeur  du  développement  limité  au  m^  chiffre 
décimal  et  V,  la  limite  de  V^. 

P  I 

^"  ^  o  <  ^  -  ^-  <  7^ 

et  o<V-V„,<— , 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 
l»V-^  =  o    et  alors    Y  =  ^. 


t  Ou  bien 


7 

I 


(n« 

1) 

(A. 

n° 

3) 

C.  Q 

.  F. 

D. 

v-t 


<  7-^'  mais  comme  ;/i  est  aussi  grand 


P 
qu  on  le  veut,  on  a  encore  V  =  — . 

q 

5.  Théorème  IV.  —  Si  le  développement  est  illimité,  il  est 
nécessairement  périodique,  simple  ou  mixte. 

6.  Théorème  Y.  — Si  q    est  premier  avec    10,   -  donna 

q 
naissance  à  une  fraction  périodique  simple. 
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Soit  m  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  et  supposons 
que  la  n'^  cbifTre  décimal  appartienne  à  la  période.  On  a  alors 

p.  10"'+"  =  Mç  4-  r, 
et  p.xo"      —  Mç  +  r, 

d'où  10  "(p.  10"*  —  p)  =  Mç. 

Mais  10"  est  premier  avec  q,  donc 
j).  I  o'"  —  p  =  M9, 
et  le  premier  resle  qui  se  reproduit  est  celui  qui  correspond 
au  dividende  ji. 

7.  Théorème  VI.  —  Si  q  est  jjreinier  avec  10  et  si  p  n'esf 

pas  un  multiple  de  10,  la  fraction  irréductible—  est  la  génératrice 

d'une  fraction  périodique  simple  dont  la  période   et   la   partie 
entière  ne  sont  pas  terminées  par  le  même  chiffre. 

Le  développement  est  périodique  simple  (Th.  I)  et  si  ia 
période  a  m  chiffres,  on  a 

p  =  kq  -\-  r     et    p.  10™  =  k! .q  +  r, 
d'oîi  p(io"'  -  i)  -  (A'  -  k.).q. 

Si  A'  et  A  étaient  terminés  par  le  même  chiffre,  A'  —  A 
serait  divisible  par  to,  mais  il  est  bien  clair  que  10  ne  divise 
pas  le  premier  membre  de  l'égalité. 

8.  Théorème  VII.  —  Si  le  dénominateur  de  la  fraction  irré- 
ductible —  :  sans  être  premier  avec   10,  contient  d'autres  facteurs 

q 

premiers  que  2   et   b,   le  développement  est  périodique  mixte  et  le 

nombi-e  des  chiffres  irréguliers  (on  ne  compte  pas  la  partie  entière) 

est  égal  au  pla^  haut  exposant  de  2  et  5  dans  9. 

Soit  q  =  2"'.5".Çi  où  g,  est  premier  avec  10  et  m  >  n.  On  a 

p_p.b'"-"      I 

q  ~       qi         10'" 

p.  5'"-" 
D'après  le  théorème  VI,  la  fraction    donne  naissance 

à  une  fraction  périodique  simple  dont  la  période  et  la  partie 
entière  ne  se  terminent  pas  par  le  même  chitlie.  Or,  ou  en 

déduit    -   en  déplaçant  la  virgule  de  m  rangs  vers  la  gauche; 

tous  les  chiffres  introduits  sont  irréguliers. 
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9.  Théorème.  —  Les  réciproques  des  théorèmes  précédents 
sont  vraies;  elles  s'énoncent  : 

Lorsqu'une  fraction  décimale  résulte  de  la  conversion  de  la  frac- 
tion ordinaire  irréductible  -  en  décimales  : 

q 

\'^  Si  la  fraction  est  limitée,  ([  m3  contient  que  les  facteurs  i 
et  5. 

2°  Si  la  fraction  est  périodique  simple,   cf    est  premier  avec  [o. 

3°  Si  la  fraction  est  périodique  mixte,  ([,  sans  être  premier  avec 
lo,  contient  d'autres  facteurs  que  2  et  5. 

G.  —  Conversion  des  fractions  décimales  périodiques  en  fractions 

ordinaires. 

I.  Théorème  I.  —  lim  o,  abcahc. . .      —  —  • 

999 

.  _,   .       ,         ,,        ,.  ,  abrst  —  ab 

"2.  Théorème  II.  —  lini  o,  abrstrst. . .    = • 

99900 

3.  Théorème  III.  —  Un  développement  limité  peut  être  égal  à 
un  développement  illimité  si  celui-ci  est  périodique  et  de  période  g. 
Soient  les  deux  nombres, 

(1)  E,  a^a.,. . .  a,„ 

(2)  E',  6i6j...  ô^CjCjC.,... 
Désignons,  par  V,    leur  valeur  commune  et  posons 

V,„  =  E',  6,6,  . . .  /;„.. 
On  a,  à  cause  de  (4). 

(3)  o<V-V,,  <^,;. 
Remplaçant    V    par  (1),  on  voit  f[uo  l'hypothèse 

ro'" 
est  irréalisable.  On  doit  doue  avoir 

V-  V,„  =  ^-^, 
io,„ 

ce  qui  montre  que  les  deux  développements  i^l;  et  (2)  sont 
identiques  jusqu'au  {m  —  i)' chiffre  décimal  et  ([ue  a,„  sur- 
passe   b,n    de  une  unité. 


30  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Eu  remplaoaut,  daus  (4),    V   par  (2),  on  a 

I 
0,00  . . .  ooc.CoCo . . .  =  ; 

mais,  d'après  le  théorème  II, 

I 
o,oo  . . .  ooqqq. .  .    =  • 

Doue  (A,  Th.  IIIj   c,  =  c^  =  C3  =  ...  —  9. 

C.  Q.  F.  D. 

4.  Corollaire.  —  La  valeur  d'une  fraction  décimale  pério- 
dique se  confond  avec  la  génératrice,  lorsque  la  période 
n'est  pas  9. 


SUR  LES  CARACTERES  DE  DIVISIBILITÉ 

Par  M.  Maurice  Fouché,  professeur  à  Sainte-Barbe. 


Le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  s'est  occupe  à 
plusieurs  reprises  de  la  question  des  caractères  de  divisibilité  ; 
mais  la  plupart  des  articles  publiés  à  ce  sujet  ne  présentent 
pas  le  degré  de  généralité  que  comporte  la  question,  si  ce  n'est 
celui  qui  a  paru  sans  signature  dans  le  numéro  de  mars  1894, 
et  qui  résout  le  problème  d'une  manière  absolument  nouvelle. 
On  se  trouve  donc  actuellement  en  présence  de  deux  méthodes  : 
l'ancienne,  fondée  sur  la  considération  des  résidus  des  puis- 
sauces  successives  de  10  par  rapport  au  diviseur,  qui  conduit 
à  multiplier  les  chifTres  du  nombre  proposé  par  ces  résidus, 
et  la  nouvelle  reposant  sur  la  possibilité  de  mettre  un  certain 
multiple  de  10  sous  la  forme  nd  ±  i,  et  couduisanL  à  diviser 
le  nombre  des  dizaines  par  un  nombre  convenable.  Cette 
dernière  est  certainement  préférable,  pourvu  que  le  diviseur 
par  lequel  il  faut  diviser  les  dizaines  ne  soit  pas  trop  grand, 
attendu  qu'elle  amène  assez  vite,  par  des  opérations  uniformes, 
la  réduction  du  nombre  proposa  à  un  nombre  très  petit. 
Cependant,  il  ne  semble  pas  que  l'on  ait  tiré  tout  le  parti 
désirable  de  la  méthode  des  résidus.  Le  Journal  de  Malfié- 
matiques  signale  un  article  sur  le  même  sujet  de  la  Revue 
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mensuelle  de  la  Société  des  Sciences  de  Guatemala  qui  parait 
reposersur  la  méthode  des  résidus  ;  mais  l'exemple  qu'il  donne 
de  la  divisibilité  par  19  montre  que,  là  aussi,  on  n'a  pas 
apporté  toute  la  simplification  possible. 

Je  crois  qu'on  arrivera  aux  caractères  présentant  le  maximum 
de  simplicité  en  combinant  convenablementles  deux  méthodes. 
Il  est  bien  clair  qu'il  ne  s'agit  pas  seulement  de  reconnaître 
si  la  division  laisse  ou  ne  laisse  pas  de  reste;  mais  qu'il  faut 
aussi  donner  une  règle  pour  calculer  ce  reste  avec  le  moins 
de  calculs  possible;  il  est  clair  aussi  que  la  question  présente 
surtout  de  l'intérêt  quand  le  nombre  donné  est  très  grand. 
Dans  ces  conditions,  on  emploiera  la  méthode  des  résidus 
pour  réduire,  par  des  additions,  des  soustractions,  ou  des 
multiplications  très  simples,  le  nombre  proposé  à  n'avoir 
qu'un  nombre  limité  fie  chiffres,  lequel  dépendra  du  diviseur, 
eton  appliquera  la  métliode  indiquée  dans  l'article  de  mars  1894 
sur  le  nombre  ainsi  réduit. 

Je  ne  m'occuperai  que  des  nombres  écrits  dans  le  système 
de  numération  décimale,  la  généralisation  pour  un  système 
quelconque  de  numération  ne  présentant  aucune  difficulté. 
Je  considérerai  deux  cas,  suivant  que  le  diviseur  donné  est 
premier  ou  non  avec  10;  mais  je  laisserai  de  côtelés  diviseurs 
de  la  forme  2'''5?,  la  question  en  ce  qui  les  concerne  étant 
extrêmement  simple. 

Le  point  de  départ  de  la  théorie  est  le  théorème  d'Euler, 
d'après  lequel  si  X  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers 
avec  d  et  plus  petit  que  lui,  et  a  un  nombre  premier  avec 
d,  a^'  —  T  est  un  multiple  de  d.  Je  rappellerai  aussi  quelques 
remarques  bien  connues. 

Soit  aP  la  première  puissance  de  a  qui  donne  le  résidu  i 
par  rapport  à  d.  Si  p  =  1,  IfS  puissances  successives  de  a 
donnent  tous  les  résidus  possibles  c'est-à-dire  tous  les  nombres 
premiers  avec  d  el  plus  petits  que  lui,  parmi  lesquels  figure 
le  résidu   d  —  i    ou    —   i.    De  plus,  la  puissance  de  a   qui 

donnera  ce  résidu  sera  a-  ;  car  si  a''  donne  le  résidu  —  i , 
il  faudra  que   a^''   donne  le  résidu    -1-  i. 

Si  p  est  plus  petit  que  >.,  il  sera  un  diviseur  de  À  et  il  pourra 
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arriver  que  a^  donne  le  résidu    —  i,    mais  cela  n'est  pas  sûr. 
Dans  tous  les  cas,  il  existe  une  puissance  de  a   dont  l'ex- 
posant est  au  plus  égal  à  —  qui  donne  le  résidu    -r-.  i. 

Théorème.  —  Pour  calculer  le  résidu  d'un  nombre  par  rapport 
à  un  diviseur  d  premier  avec  ic,  on  peal,  par  une  seule  addition, 
ou  par  une  addition  et  une  soustraction,  réduire  le  nombix  donné 

à  avoir  au  plus  —  chiffres,  À  désignant  le  nombre  des  nombres  pre- 
miers avec  d  et  plus  petits  que  lui. 

En  efTet,  il  existe  une  puissance  de  \o,  \o^'  qui  donne  le 
résidu  i.  Il  en  sera  de  même  de  lo*'^'  et  tout  nombre  delà 
forme  de  Aïo'''^'    sera  coni;ru  avec  A. 

Donc,  on  partagera  le  nombre  en  tranches  de  p  chiffres,  et  on 
ajoutera  les  tranches;  on  réitérera  l'opéraiion  jusqu'à  ce  que  le 

nombre  ail  au  plus  p  chiffres. 

p_ 
Si  p  est  impair,  ou  si    102    ne  donne  pas  le  résidu    —  i, 

la  réduction  sera  terminée;  mais  on  aura  />  <  —  d  après  la 
remarque  précédente. 

Si  io2  donne  le  résidu  —  i,  A  X  102  sera  congru  avec 
—  I.    Donc  :    on  partagera  le  nombre  déjà  réduit  par  la  règle 

■p?'écédente  en  deux  tranches  de  —  chiffres  et  l'on  retranchera  la 

tranche  de  gauche  de  celle  de  droite. 

Cette  manière  d'opérer  en  deux  fois  nous  paraît  plus  rapide 
que  la  méthode  employée  souvent,  qui  consisterait  à  partager 

p 

tout  d'abord  le  nombre  en  tranches  de  —   chiffres,   et  à   cal- 

2 

culer  l'excès  de  la  somme  des  tranches  de  rang  impair  sur  celle 
des  tranches  de  rang  pair.  Il  est  clair  que  les  deux  règles 
conduisent  au  même  résultat.  Enlin,  on  sait  que  si  la  sous- 
traction est  impossible,  on  la  rend  possible  en  ajoutant  au 
premier  nombre  ou  en  retranchant  du  second  un  multiple 
convenable  du  diviseur. 

Dans  certains  cas,  on  peut  pousser  la  réduction  plus  loin  ; 
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mais  alors  les  règles  présentent  quelque  chose  d'arbitraire. 
Supposons  que  lo''  donne  le  résidu  -/.  Alors,  A.io'^  sera 
congru  avec  aA,  et  l'on  pourra  séparer  k  chiffres  à  droite  du 
nombre,  multiplier  la  partie  qui  est  à  gauche  de  la  séparation  par 
«,  et  ajouter  le  résultat  à  la  partie  qui  est  à  droite.  L'application 
répétée  de  cette  règle  réduira  le  nombre  des  chiffres  à  k.  Il 
importe,  pour  la  rapidité  du  calcul,  de  choisir  un  résidu  a 
qui  soit  assez  petit,  et  un  nombre  /.•  voisin  de  la  moitié  du 
nombre  des  chiffres.  On  pourra  ensuite  recommencer  avec  un 
nombre  k'  <  k,  et  un  autre  résidu  a'  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  que  le  nombre  soit  assez  réiuit  pour  qu'on  trouve  plus 
avantageux  d'appliquer  la  règle  résultant  de  la  méthode  indi- 
quée dans  le  numéro  de  mars. 

On  sait  que  le  calcul  des  résidus  des  puissances  successives 
de  10  se  fait  en  divisant  par  d  l'unité  suivie  d'uu  nombre  indé- 
fini de  zéros;  mais  il  convient  de  remarquer  qu'il  suffit  de  s'ar- 
rêter dès  qu'on  a  trouvé  le  reste  d  —  i  qui  correspond  au 
résidu    —  i,    ou  le  reste   i. 

Gomme  exemple,  considérons  le  diviseur  19.  La  division 
D  (Journal,  1894,  p.  75j,  qu'il  conviendrait  d'arrêter  au  reste 
18,  donne  : 

lO''     =  ;/?.  ig  +   5, 

10^    ==  w.  19  -f-  3, 
10'    —  ÎJl.  19  —  I, 

d'où  lû'*  —  )Jl.  19  -H    I. 

On  partagera  donc  le  nombre  eu  tranches  de  18  chiffres  et 
on  ajoutera  les  tranches;  puis  on  partagera  le  nombre  restant 
en  tranches  de  9  chiffres  et  on  retranchera  la  tranche  de  gauche 
de  celle  de  droite.  Dans  le  nombre  de  9  chiffres  ainsi  formé, 
on  séparera  5  chiffres  à  droite;  on  multipliera  la  partie  de 
gauche  par  3  et  on  l'ajoutera  ù  la  partie  de  droite.  Dans  le 
nombre  de  4  chiffres  ainsi  trouvé,  on  multipliera  les  centaines 
par  5  pour  ajouter  U  produit  au  nombre,  formé,  par  les  dizaines 
et  les  unités.  EnfiD,  le  nombre  n'ayant  que  2  chiffres,  on 
ajoutera  aux  unités  la  moitié  du  chiiTie  des  dizaines  (p.  oT). 

Voici  la  disposition  du  calcul  sur  l'exemple  de  la  page  77. 

Je  prends  de  suite  le  nombre  réduit  à  9  chiffres 

JOURNAL    DE    MATH.    ÉLÉM.    —   1895.  2. 
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4348     j      260   20 

4348  X  3  =  i3o  44 


390 

64 

390 

X 

5 

= 

19 

5o 

I 

X 

5 

I 

5 

19 

A  la  quatrième  ligne,  on  a  supprimé  les  19  centaines  qui 
sont  un  multiple  de  19.  Le  nombre  est  multiple  de  19. 

Prenons  encore  comme  exemple  le  diviseur  43.  Il  suffira  de 
calculer  au  plus  21  chiffres  dans  la  division,  mais  on  peut 
■^ncore  abréger,  dès  qu'on  trojve  un  petit  reste 


100 
140 

1    4^^ 

0,0232558 

1 10 

240 

25o 

35o 

6 

Nous  avons 

10'  =  m.^.3 

H-  6 

d'où 

10^*  =  m.  43 

+  36  —  m.  43  —  7 

et 

10^1  —  m.  4.3 

—  42  =  m.43  -^  I. 

Du  reste,  10*'  est  la  première  puissance  de  10  qui  donne 
le  résidu  i ,  car  les  puissances  précédentes  ne  pourraient 
être  que    10^  ou  10'   qui  donnent  les  résidus    11  et  6. 

On  remarquera  aussi  que 
I  o^  =  m .  43  +  6 .  1 4  =  m  .  43  4-  84  =  m .  43  -h  4 1  =  w« .  43  —  2 . 

Je  retiens  seulement  les  résultats  suivants 
10''    =  «1.43  4-  II 
10^    =  m.  43  —  2 
et  lo'^*  =  m.t^S  4-  I. 

La  dernière  égalité  montre  qu'il  faut  partager  le  nombre 
en  tranches  de  21  chiffres  et  ajouter  les  tranches.  Ensuite  je 
séparerai  9  chiffres  à  droite  et  je  retrancherai  de  la  tranche 
de  droile  le  double  de  celle  de  gauche.  Je  séparerai  ensuite 
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3  chiffres  et  j'ajouterai  à  la  tranche  de  droite  1 1  fois  celle  de 
gaucho.  Le  nombre  n'ayant  que    3    chiffres,  j'observe  que 
i3o  =  m. 43  -+-  I,   ce  qui  conduit  à  ajouter  aux  unités  le 
quotient  des  dizaines  par  i3.  Voici  la  disposition  des  calculs 
pour  im  nombre  réduit  à  21  chiffres. 
A 
358     924    642      894J625       432   81 5     -+■ 
A  X  2  :=      717  849       285    788     - 


717x2== 

I 

434 

43  X  10^  --^  43 

206 

148 

461 

2c6  148  X  1 1  = 

206 
2061 

148 

48 

2268 

089 

2268  X  1 1  — 

2 

268 

22 

68 

25 

037 

25X11= 

25 
25 

3l2 

Le  nombre  réduit  à  3  chiffres  est  3i2  : 
3i  =  i3  X  2  -4-     5 


3l2 


m,  43 


-+■  00 


-^4 

-  43 


I  I 


Le  reste  de  la  division  du  nombre  proposé  par  43  est  1 1. 

(A  suivre.) 
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PROBLEME  DU  BILLARD  CIRCULAIRE 

Par  G.  Tarrj. 


Quelle  roule  doit  suivre  une  bille  A  pour  rencontrer  une  autre 
bille  B  ,  après  avoir  touché  la  bande  d'un  billard  circulaire    0  ? 

11  s'agit  de  trouver,  sur  la  circonférence,  un  point  i\I  tel  que 
l'angle   AMO   soit  égal  à  l'angle    0MB. 

Soient  A'  et  B'  /es  réciproques  (*)  de  A  et  B  par  rapport 
à  la  circonférence. 

Les  angles  Ok'M  et  MB'O  sont  égaux,  comme  étant  res- 
pectivement égaux  aux  angles   AMO  et  0MB  .    Par  suite,  le 

-o-  lieu  des  points  M  est  une  hy- 
perbole équilatëre  passant  par 
le  point  0  et  dont  le  centre  est 
au  milieu  de  A.'B'. 

Les  positions  du  point  M 
seront  les  points  d'intersection 
de  cette  hyperbole  avec  la  cir- 
conférence donnée;  il  y  auia 
quatre,  trois  ou  deux  solutions 
selon  la  position  de  la  cireon- 
férence  par  rapport  à  la  branche  de  l'hyperbole  qui  ne  passe 
pas  par  son  centre. 

On  doit  remarquer  que  les  solutions  trouvées  ne  satisfont 
qu'a  la  condition  suivante  :  La  bille  A  est  réfléchie  i  ar  la 
î)ande  circulaire  suivant  une  droite  qui  passe  par  l'autre  bille 
B  ;  la  bille  ne  pourrait  donc  pas  toujours  suivre  matérielle- 
ment le  chemin  qui  lui  est  tracé,  ainsi  que  l'a  remarqué 
M.  Auric  (A.  A.  181)4,  p.  218). 

Mais  si  l'on  admet  qu'après  sa   réllexiou   la   bille   A.  peut 

(•)  J'ai  appelé  point  réciproque  (inverse  paraît,  je  crois,  plus  exactj 
(le  A,  par  rapport  à  une  circonférence,  le  point  A'  inverse  de  A,  en 
prenant  pour  origine  le  centre  du  cercle,  et  pour  puissance  le  carré  du 
rayon  du  cercle.  

Ainsi  OA.O.V  =  OB.Uii'  —  OU'. 
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parcourir  sa  trajectoire  rectiligne  suivant  l'une  ou  l'autre  de 
ses  deux  directions,  les  solutions  trouvées  satisferont  toujours 
à  la  question. 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  549  (*] 


Par  M.  Dhavernas. 


Rappelons  d'abord  l'énoncé  de  celte  question  : 

Si,  de  l'orthocentve  d'au  triangle,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires  sur  lei  bisseclrices  de  Vangle  k  ,  la  droite  qui  joint  leurs 
pieds  passe  par  le  milieu  de    BC  . 

Soient  A  celte  droite  et  V  la  droite  joignant  l'orthocentre 
au  milieu  de  BG;  la  médiatrice  correspondante  à  BC  est 
parallèle  à  la  hauteur  AHa;  elle  est  donc  conjuguée  harmo- 
nique de  la  médiane  el  des  droites  A  et  Y  .  Comme  d'ail- 
leurs A  passe  par  le 
centre  du  cercle  des 
neuf  points,  on  vé- 
rifie ainsi  la  pro- 
priété bien  connue 
que,  sur  la  droite 
d'Euler,  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  le 
centre  de  gravité,  le 
centre  du  cercle  des 
ueuf  points  et  l'oi- 
thoceutrc  forment 
une  division  harmo- 
nique. La  droite  AO 
est  parallèle  à  A  ; 
elle  est  donc  divisée  par  les  autres  rayous  du  faisceau  liarmo- 
uifjuo  en  deux  parties  égales;  la  droite  1'  coupe  alors  le  cercle 
circonscrit  au  point  diamétralement  opposé  à  A.  Menons 
BB' ,    ce  tangentes  au  cercle  qui  a   A   pour  centre  et  AH^ 

(*)  La  quesliou  ô'iO,  i'ieutique  ù  la  question  536.  a  élo  rcsoluo 
(V.  JounutI,  189't,  p.  'llô). 
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pour  rayon;  B'C  coupe  BG  en  P;  la  droile  r  est  perpen- 
diculaire sur  AP  ;  on  voit  en  effet,  en  vertu  d'un  théorème 
énoncé  dans  le  Journal  (1893,  p.  173),  que  B'C  passe  par 
les  pieds  Hb,  Hc  des  hauteurs.  Dans  le  quadrilatère  BCHhH, 
inscriptible,  complété  en  A  et  P ,  la  droite  AP  est  alors 
la  polaire  de  l'orlhocentre;  d'où  il  résulte  que  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'ortliocentre  en  Q  sur  AP  passe  par  le 
centre  du  cercle  BGHjjH^,  autrement  dit  par  le  milieu  de  BC. 

Ou  peut  remarquer  en  outre  que  si  D  est  le  pied  de  la 
bissectrice  intérieure  de  l'angle  A,  les  cercles  BHbD  ,  GHbD, 
PQD  se  coupent  au  poin  t  qui  est  la  proj  ectiou  de  l'orlhocentre 
sur  AD  . 

Le  droite  r  jouit  peut-être  d'autres  remarquables  pro- 
priétés; il  serait  sans  doute  intéressant  de  les  étudier. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  Ans.  Boutin 


364.  —  On  considère  la  suite  récurrente 

Uo,  Ui,U2,  U3  ... 

dans  laquelle  u„  ~  />m„_i  +m«_2. 

Démontrer  la  formule 

2  .,  :  U„^lU„    -    UiUo 

Uo  +  uï  +  ...  +  ur,  = ■ • 

En  général,  si  la  loi  de  récurreace  correspond  à  la  formule 

M„  ^=pUn-\  +  qUn—2, 

on  a 

=  2pq{Un+Uln   +  pw»  —  "i«(i) 

+  (l  —  ry)  [«,7+1-4-  {p-  —!)«(,  —  Ù'i  -t-  (/Hn] 

Cette  formule  est  eu  défaut  quand  im  des  tro's  facteurs  du  premier 
membre  s'annule;  en  particulier  pour  7  =  _  i,  on  trouve  directement 
dans  ce  cas,  la  formule 

(1)2— 41X0';/,^— pM«+lW»—2«;-|-p»,Mo  [271—   l)  —  2nu'f  +  {p-—  2n  —  2)«2. 

Cette  formule,  si    w»  =  0.    Wo  —  i,     (cas  qui  se  rencontrent  fréquem- 
ment) est  susceptible  de  la  l'orme  particulièrement  simple 
^.„   .,  _  i'2n+l  -  »2.-i  _ 

365. —  Un  triongulaire  n'est  jamais  la  somme  de  deu.r  ou  trois 
carres  consécutifs. 
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366.  — La  somme  des  carrés  de  deux  triangulaires  consécutifs 
est  un  triangulaire. 

367.  —  Si  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  sont  des  nombres 
entiers,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  les  rayons  de  chacun  des 
trois  cercles  ex-inscrits  sont  également  des  nombres  entiers. 

368.  —  Sites  côtés  d'un  triangle  sont  donnés  par  les  formules 
suivantes,  ow  p  e/  q  désignent  des  entiers  positifs  de  même  parité; 

a  =   -  (q'  +  9P')  ' 

b  =  q2  +  3p"- , 

3 
c  =  ~  (q2  +  p2j , 

vérifier  les  propriétés  suivantes  : 

Les  côtés  sont  des  nombres  entiers  en  progression  arithmétique, 
les  hauteurs  et  la  surface  sont  également  des  nombres  entiers 
2S  =  3pq(q^  +  3p2). 
Le  rayon  du  cercle  inscrit  est  un  nombre  entier 

V  =  pq. 
Le  rayon  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  moyen  est  également 
un  nombre  entier,  triple  du  précédent 

Tb  =  3pq. 

BACCALAURÉATS 


Académie  de  Grenoble. 

I .  Enoncer  les  théorèmes  relatifs  aux  limites  entre  lesquelles  est  toujours 
comprise  la  somme  des  faces  d'un  antîle  polyèdre  convexe.  Eu  déduire 
les  limiies  entre  lesquelles  est  toujours  comprise  la  somme  des  dièdres 
d'an  angle  trièdre. 

II.  Daus  un  triangle  isoscèle  ABC,  on  connaît  la  hauteur  h  et  la 
médiane  ?»  relatives  à  un  des  côtés  égaux  du  triangle.  Calculer  les 
auiïrk'S  et  les  côtes  de  ce  triaugle. 

1»  QiiesUons  à  chosir  :  (a)  Composition  d'un  nombre  quelconque  de 
forces  parallèles;  (b)  centre  des  forces  paralli  h  s;  'c)  cent  e  de  gravité. 

2°  On  donne  un  cercle  0  de  rayun  R,  «  t  une  tangeute  AT  en  un 
point  A  du  cercle  On  mène  un  rayon  OB  faisant  un  angle  a  avec  OA 
et  rencontrant  en  B  la  laugeute  AT.  En  B,  on  mène  la  perpendiculaire 
BG  à  OB  jusqu'à  sa  rencontre  en  G  avec  OA.  Sur  OC  comme  diamètre. 
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on  décrit  un  cercle.  On  demande  :  (a)  la  longueur  de  la  corde  DD'  com- 
mune aux  deux  cercles;  (b)  de  déterminer  a  de  façon  que  cette  corde 
soit  égale  à  la  corde   BB'   détachée  par  le  cercle  sur  les  tangent'^s. 

On  donne  les  traces  d'un  plan  et  les  projections  horizontales  de  trois 
points  situés  dans  ce  plan.  On  demande  de  déterminer  les  projections  du 
centre  du  cercle  qui  pas>e  par  ces  trois  points. 

Acadénaie  de  Liiie. 

l"  Questions  à  choisir  :  (a)  Parmi  toutes  les  droites  que  l'on  peut  mener 
dans  un  plan  par  le  pied  d'uoe  droite  oblique  à  ce  plan,  déterminer  : 
1°  celle  qui  fait  avec  l'oblique  le  plus  petit  angle;  2°  celle  qui  fait  avec 
l'oblique  uu  angle  droit. 

(b)  Indiquer,  sans  démonstration,  la  construction  de  la  tangente  à 
l'ellipse  par  un  point  extérieur.  Appliquer  cett^  construction  au  cas  où 
l'ellipse  devient  une  circonférence,  el ,  dans  ce  cas,  la  justifier  directement, 

(Cj  Surface  latérale  du  tronc  de  cône  à  La<es  parallèles. 

2°  Problème  :  Deux  points  Aet  B  étant  situés  sur  un  même  diamètre 
d'une  circonférence  de  rayon  R,  à  des  distances  a  et  ft  du  centre,  on 
suppose  qu'un  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence,  et  on  demande 
comment  varie  l'angle  AMB  sous  lequel  la  droite  AB  est  vue  du  point  M. 
—  On  distinguera  les  trois  cas  où  les  poiats  A  et  B  sont  tous  deux 
à  l'intérieur  du  cercle,  ou  bien  tous  deux  à  l'extérieur,  ou  bien  l'un  à 
l'intérieur  et  l'autre  à  l'extérieur. 

Académie  de  Lyon. 

Questions  à  choisir  :  [a  Démontrer  les  formules  qui  permettent  de 
calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont  on  connaît  les  trois 
côtés.  Conditions  de  possibilité;  ;6J  Dans  un  triangle,  on  connaît  les 
côtés  a  ctb  ainsi  que  l'angle  A.  Trouver  le  côté  c  ainsi  que  les  angles 
B  et  G  et  la  surface  S .  Examiner  les  différents  cas  qui  peuvent  se 
présenter  elles  discuter;  c  Trois  points  A,  B,  G,  étant  situés  sur  un 
terrain  uni  et  rapportés  sur  une  carte,  déterminer  sur  cette  carte  le  point 
M  d'où  les  distances  AB,  AG  sont  vues  sous  des  angles  donnés  p  et  q. 
Gasoù  le  problème  est  indéterminé.  Gnndition  pour  que  le  quadrilatère 
MABG   soit  inscriptible. 

20  Problème.  —  Dans  un  angle  obliquangle,  on  donne  : 

A  =  27'>47'77",  a  =12199™, 12,  6  =  2513"-, 28. 

On  demande  à  calculer  les  différents  systèmes  Je  valeurs  de  c.  B,  G  et 
la  surface  S  qui  conviennent  à  ces  données. 

Académie  de  Montpellier. 

Un  cône  droit,  à  base  circulaire,  est  suppose  prolongé  au  delà  de  la 
base.  Une  sphère  S  passe  par  la  circonférence  de  base  et  par  le  sommet 
du  cône.  On  considère  le  volume  V  limité  parla  surface  latérale  du  cône, 
el  par  la  zone  de  la  sphère  S  comprise  à  l'interii-ur  de  la  surface  conique 
prolongée.  Ou  demande  de  calculer  le  rayon  de  la  base  fin  cône,  sa  hauteur 
et  le  raj'on  de  la  sphère,  sachant  que  le  volume  V  est  équivalent  à 
celui  d'une  sphère  donnée  de  rayon  a ,  et  que  la  surface  de  la  zone  qui 
limite  ce  volume  est  équivalente  à  la  surface  d'une  autre  sphère 
donnée  de  rayon  b.  Discuter  le  problème. 
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QUESTION  556 

.Solution  par  M.  Davidoglou. 


Dans  un  triangle  ABC ,  on  donne  le  cercle  des  neuf  points 
(centre  et  rayon),  le  point  de  contact  G  de  ce  cercle  et  du  cercle 
inscrit,  ainsi  que  la  direction  du  côté   BC  : 

1*^  Lieu  du  point  de  contact  D  de  BC  et  du  cercle  inscrit  : 
2°  Construire  le  triangle  en  supposant  qu?   l'on  donne   aussi 
DTT 
h  —  c;   ou  bien  le  rapport  TrTj,   oii  H  est  le  pied  de  la  hauteur 

issue  de  A  et  M  le  milieu  de   BC.  (Beruès.) 

Soient  co  le  centre  du  cercle  donné;  o)K  le  rayon  perpendi- 
culaire à  la  direction  donnée   BC.  Tirons    GK.  Gomme  cette 


droite  contient  évidemment   les  points    D    du   contact   des 
cercles  inscrits,  elle  représente  le  lieu  cherché. 
2°,  a).  Soit  M  le  milieu  du  côté    BC  —  a  ;    on  a  : 


MD 


=::  DB  -. - 

2 


(p  -  b)  -.^ 


De  là  cette  constractioti  : 

Par  le  point  co  ,  on  mène  le  diamètre  EE'  perpendiculaire 
à    wK    et   qui    coupe     GK    en     F  ;     on    prend   de    part   et 
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d'autre  de  ce  point    FF,  =  FFj  = (F 2  de  même  côté 

que  F  par  rapport  à  oj). 

Prenons  le  point  Fj  ;  par  ce  point,  on  mène  une  parallèle 
à  GK  qui  coupe  le  cercle  co  aux  points  M  et  M'  (M'  de  même 
côté  que  K  par  rapport  au  diamètre  EE'  )  ;  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  ces  points  sur  wK  coupent  GK  aux 
points  de  contact  D  et  D'  des  deux  cercles.  Or,  le  point  D' 
ne  convient  pas,  car  sa  distance  au  diamètre  EE'  est  plus 
grande  que  la  distance  du  point  G  au  même  diamètre  et  par 
suite  se  trouve  sur  le  prolongement  de  KG.  Donc  pour  le 
point  Fj  ,   on  n'a  qu'an  seul  point  de  contact. 

Pour  le  point  F.^  ,  par  une  construction  analogue,  on  voit 
que  les  points  Dj  et  D^  sont  acceptables. 

Soient  H,  IIi ,  H^  les  points  oîi  ML),  MjDi  ,  MjDj  coupent 
le  cercle  des  neuf  points. 

Sur  MD,  MjDi  ,  M^Dj   on  prend  respectivemenl  des  points 
A',  A",  A'"    tels  que  : 
MD^  =  MH.MA';   MJ)?  =  MtHj.MiA";  M^Dl  ^  M,H,.M,A'". 

Soient  I,  Ij  ,  I.,  les  centres  des  cercles  tangents  respec- 
tivement en  G  et  D,  G  et  1),  ,  G  et  Dg  à  la  perpendiculaire, 
en  G,  au  rayon  Geo  et  aux  droites   MD,  MjDj  ,  ISL^U.^  . 

Les  droites  TA',  IiA",  IjA."  coupent  respectivement  en 
A,  A, ,  Aj  les  perpendiculaires  élevées  en  H,  H,  ,  H^  aux 
droites   MD,  MjD,  ,  M.D^. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  mener  des  \  oints  A  ,  A, ,  A2  des 
tangentes  aux  cercles    I,  I, ,  I2 . 

Pour  que  les  trois  solutions  existent,  il  faut  que- 

FF,  <  -  -  OF. 


Posons 

OF 

—  ''■'■> 

et  comme 

FF, 

b 

—  c 

2 

cette  conditio 

n  s'écrit 

6 

—  c 

<  R  -  2  0. 

Pour  qu' 

ou 

ait  une 

seule 

solution,  on  doit 

avoir 

FF,  - 

R 

+  0 

ou 

R  - 

-  20  <  6  — 

c<] 
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2°,  fi).  Les  droites  KM  et  KH  coupent  EE'  en  T  et  T^  ;  on  a 
ÏF        To)   +  0       MD        ^,    ^  ..  .   .        , 

TJF  =    T^T^o  =  MH  =^  ^"   ^";^^  ^^^^^^^^  ^'^°"^^^- 

d'où  Toj  ^- o.^^^tJ. 

Iv  —  I 

La  coDstruction  s'achève  facilement,  comme  dans  le  pre- 
mier cas. 


QUESTIOiN   562 

Solution  par  M.  Davidoglou,  élève  au  lycée  de  Berlad. 


On  donne  un  ce)'cle  et  un  carré  qui  lui  est  circonscrit,  dont  les 
côtés  opposés  sont  A  et  A',  B  et  B'.  On  joint  le  poiîit  de  contact 
de  A  aux  points  oii  les  côtés  B  et  B'  sont  rencontrés  par  une 
tangente  ai^bitraire  T  à  la  circonférence.  Démontrer  que  ces 
droites  interceptent  sur  A'  mi  segment  égal  au  côté  du  carré. 

(Mannheim.) 

Soient  :  ABCD  le  carré  circonscrit  au  cercle  0;  A',  B' 
C,  D'  les  points  de  contact;  KFE'  la  tangente  arbitraire  et 
enfin  GG'  le  segment  intercepté  sur  CD  par  les  droites 
A'E  et  A'E'.  Il  s'agit  de  démontrer  que 
CD  =  GG',     ou  que     CG  ^  DG'. 

Des  triangles  semblables  donnent  : 


(i) 

(2) 


CG 
AA' 
DG' 


CE 


2AA'  -1-  CE  ' 
DE' 


îAA'  -  DE 

L'angle  EOE'   étant  droii,  ou  a  ; 
ÔF^  =z  AA'2  =  EC'.BE' 

=  [AA'  +-  CE]  [AA'  -  DE'J  ; 
AA'.DE' 


on  en  tire 


CE 


AA'  -  Dli' 


L'égalilé  (1)  ilevieut 
CG  _  A.\'.DE' 

ÂÂ^  ~  2AA'(AA'  -  DE'j  +  AA'.DE' 


DK'  _  DG' 

2  A  A'  -  DE'  ^  AT' 
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Donc 


CG 
AÂ' 


DG' 
AT 


d'où 


CG  =  DG'. 


Autrement  {*).  —  Les  droites  AB,  AB',  les  côtés  B  et  B' 
du  carré  coupeut  le  côté  A'  respectivement  aux  points  a,  a' 
3,  p'.  La  tangente  variable  coupe  les  côtés  B  et  B'  aux  points 
G  et  C  et  les  droites  AG  et  AG'  rencontrent  A'  en  y  et  y'- 
L'an-le  GOC'  étant  droit,  les  droites  GO,  G'O'  décrivent, 
lors  du  déplacement  de  T,  une  involution  circulaire  et 
coupent  par  conséquent  les  côtés   B  et  B'  suivant  des  ponc- 


tuelles C  et  G'  projectives.  Il  en  résulte  immédiatement  que 
leurs  projections  centrales  y  ©t  y'  sur  A'  sont  aussi  des 
couples  de  points  correspondants  de  deux  séries  homogra- 
pMques.  Pour  les  positions  A'.  B,  B'  de  T  on  a  les  couples 
de  points 

ip,  p'),    [x,  A'),    (A'  a')      donc      (a^A'y)  =  (A'p'a'y'). 

Mais    ocA'  =  pp'  =  Aa';     les  séries  sont  donc  égales  et  par 
conséquent     yy'  =  pS'  =  côté  du  carré. 

j^ota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  TzitzeIca,  E.Foucart  et  E.-N.  Ba- 

KISIEN. 


Cette  solution  est  de  M.  Droz-Farny. 
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QUESTION   564 

Solution  par  A.  Droz-Farny. 


On  considère  une  parabole  P.  En  un  point  M,  pris  sur  P,  on 
limace  la  normale  qui  rencontre  en  A  Vaxe  de  P.  S(At  A  la 
circonférence  de  ce/itre  A;  de  rayon  A  M.  Pur  le  foyer  F,  on 
mène  uns  tangente  FB  à  A,  la  parallèle  à  l'axe,  passant  par  B, 
rencontre   P  en  C.   Démontrer  (jue   BC  f^^  c?e  qrandeur  constante. 

(G.  L.). 

Bepréseutons  par  a,  ^,  y  respectivement  les  projections 
des  points  M,  B  et  C  sur  l'axe.  La  sous-normale  aA  est  égale 
au  demi-paramètre  p.   On  a  donc: 

ÂM^  =  Mjl^  -H  /j2  =  2p.  Sa  -h  ^» 

=   2p(StJ.  -H    —  )    =  2jO.   FA 

=  ÂB^  3=  jiA.  FA. 
Il  en  résulte  que 

PA   ::=    2p. 

Dans  le  triangle 
rectangle  FBA,  on 
a;  B^'^  =  2p.Fp; 
d'ailleurs, 

W  =  ^P-Sy. 

Donc  Sy  :-  Fp  ; 

Les  triangles 
SCy  et  FBp  sont 
donc  égaux  et  la 
figure  SFBG  étant 

un  parallélogramme,    BC  —  SF  = 


Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Vazoo,  professeur  au  collège  de 
Falaise;  A.  Davidoglou;  G.  Tzitzeica;  E.-N.  Barisien. 
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QUESTION  568 

Solution  par  M.  Jean  Negretzu. 


Résoudre  l'équation  : 
2(«+a  — S  — Y)(a;-i-p— y  — a)(aj+Y  — a  — p)-+-(.'r+a  — |î  — y)(^-y)* 

(G.  L.) 
L'équation  devient,  en  effectuant  tous   les   calculs  et  en 
en  simplifiant, 

£C3  _  (a  4-  [3  4-  '{)X'^  -f-  (a3  +  ay  +  &y)x  —  apy  =  O. 
Les  trois  racines  de  cette  équation  sont   a,  p,  y,    car  on  a 
(03  —  0!.)(x  —  l^){x  —  y)  :b:x^—  (a-l-  ^  +  y)x^  -!-  (ap  +  ay  +  py)x  —  aj5y. 

Autrement  (*).  —  Considérons  l'identité 

(1)     %]pqr+p(q—rY+q{r—pY  +  r{-p  —  qf'^{p+q){q+r){'p-\-r). 

Si  l'on  pose  ^  +  r  =  2{x  —  a), 

p  +  r  =  2{x  —  p), 

p  +  q  ^  2(x  —  y), 

d'où 

yj  =  a;  +  a  —  p  —  y,  ç  =  aJ  +  (i— y  — a,  r:=a^  +  y  — a  — p, 

en  remplaçant  dans  (1),  on  trouve 
8(ic  +  a  -  p  —  y)(a;  +  i3  —  y  —  a)(a;  +  y  —  x  -  p) 

+4(a;+a-p-y)(p-y)2+4(x+p-y-a)(y-a)2 
+4(a3-t-Y-a-|3j(a-S)2=8(a;-a)(x-Ê)(a;-y. 
Les  racines  de  l'équation  proposée  sont  donc   a,  j3,  y. 
Remarque.  —  L'identité  (1)  peut  s'écrire 
2i{q  -r  ry  +  q{p  -+■  rf  +  r{p  +  qf  —  ^pqr  =:  [p  +  q)iq  +  r)(p  4-  r). 
Cette  identité  permet  de  résoudre  Jes  équations  de  la  forme 
{x+a-P>  —  y){x-af  +  [X  +  ^-'f-Oi){x-f,y'-h{x-h'f-a-p){x-yy 
—  («+a  — ^— y)(£C4-p  — y  — a)(a;+y-a  — p)  =  0. 


QUESTION  570 

Solution  par  M.  Vazou,  professeur  au  collège  de  Falaise. 


Soit  P  un  point  variable  d'une  ellipse  de  gtnnd  axe  A  A'  et  de 
foyers  F,  F'.  Au  point  P  correspond,  sur  le  grand  axe,  un  point 

(•)  Cette  solution  est  de  M.  Tzitzéica.  Nons  avons  reçu  une  troisième 
solution  de  M.  Davidoglou. 
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I  tel  que  A'I  =  F'P.  La  perfendkuluire  élevée  en  I,  sur  taxe, 
rencontre  en  M  le  diamètre  OP.  Le  lieu  du  point  M  est  une 
ellipse  homothétique  à  la  proposée.  (Droz-Farny.) 

Soit  H  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée,  de  P,    sur 
AA';  les  triangles  sem- 
blables    OIM,     OHP, 
donnent 

OM  _   01 

Ôï  ~  OH  ' 
or,  on  sait  que 

PF'   =a  +  -  OH, 
a 

par  suite 
Donc 


01 
OM 

lyp 


=  A.'l  -  a  =  -  OH. 
a 

c       . 
=  -  >  etc.. 
a 


Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  A.  Davidoglou,  J.  Tzitzeica  et 
Barisien. 

M.  Barisien,  dans  la  solution  qu'il  nous  adresse,  observe  que  le  point  I 
est  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  PFF'. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


602. — L'expression     3  600" 
divisible  par     1895. 

603.  —  Les  deux  relations 
a,  o„ 


«i(B  -  b,) 


+ 


■+■ 


+ 


I  +  62 
a,(B  —  62) 


+ 


1600"  -  189"  4-  84"     est 
(Davidoglou.) 
A 


I  -h  B 

-6„) 


1  -h  bi  I  -f 

entraînent  la  suivante 

a,  -\-  a 


+ 


I    +   bn 

+  a„  =  A. 


=  o. 


(  Vautré.) 

604.  —  Du  point  où  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  abc 
donne  touche  le  côté  ab,  ou  élève  une  perpendiculaire  à  ce 
côté.  Cette  droite  est  rencontrée  en  a  par  la  perpendiculaire 
élevée  de  a  à  ac  et  en  p  par  la  perpendiculaire  élevée  de 
b  à   bc.   Démontrer  que     a^  —  aa  —  6,3.  (Mannheim.) 
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605.  —  On  donne  un  triangle  ubc.  La  perpendiculaire  à 
dc,  élevée  du  milieu  de  ce  côté,  coupe  bc  au  point  a.  De 
même  la  perpeudiculaire  à  bc,  élevée  du  milieu  de  ce  côté, 
coupe  ac   au  point  p. 

Démontrer  que  a,  p,  a.  b  et  le  centre  du  cercle  circonscrit 
à  abc  appartiennent  à  une  même  circonférence  de  cercle. 

(Mannheim.) 

606  —  Par  le  milieu  0  de  la  bissectrice  iidérieure  de 
l'angle  A  d'uu  triangle  ABC,  on  mène  une  perpendiculaire 
à  cette  bissectrice.  Cette  perpendiculaire  rencontre  le  côté 
AB  en  B'  et  le  côté  AC  en  C'.  Montrer  que,  D  étant  le  point 
de  rencontre  des  droites   CB'   et  C'B  : 

1°  Le  triangle  CBD  et  le  quadrilatère  AB'DC  ont  des 
aires  équivalentes; 

2"  La  droite   AD  est  la  symédiane  de  l'angle   A; 

'à°  Si  l'on  a,  entre  les  côtés  du  triangle  ABC.  la  relation 
BC-  3=  AB  X  AC, 
le  point  st  son  centre  des  symédiaues. 

(E.-N.  Barisien.) 

607.  —Démontrer  géométriquement,  que  dans  tout  trian- 

A                   /A  \ 

gle,  on  a         (6  +  c)  sin  —  =  a  siu  ( h  Bj  • 

(E.-N.  Barisien.) 

608.  —  Montrer  que  l'élimination  du  paramètre  t  entre 
les  deux  équations 

aU«  -h  i)  -  3[x  -  a)t''{t^  -f-  i)  =  o, 
t%x  —  a)  4-  3tx  —  2y  =  o, 
conduit  à  l'équation 

4(a;*  +  IJ-)  —  5ax  +  a^  =  o. 

(E.-N.  Barisien.) 

609.  —  Dans  tout  triangle,  le  produit  des  trois  médianes, 
divisé  par  le  produit  des  symédianes,  a  pour  expression 

(6*  -+-  ^(a*  +  c''){a''  -h  b^)  :  Sa^ô^c^ 

(E.-N.  Barisien.) 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 

IMFUIMEBIE   CENTRALE    DES  CHEIIINS    DE    t&R 
IMPRIMERIE  CHAlX.Rli;   BERGÈRE,  20,  PARIS.  —  958-1-05. 
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QUESTIONS   D'ENSEIGNEMENT 

Par  M"'  Vve  F.  Prime. 

[Suite,  voir  page  25.) 


ni.  —  Sun    LA  THÉORIE  DES  PROJECTIONS. 

A.  —  Les  projecHons  dans  le  plan. 

1.  Définition  du  vecteur. —  Un  segment  quelcouquc  AAj  .  do 
l'axo  x^x ,  peut  être  engendré  par  le  mouvement  d'un  mobile 
allant  de  A  vers  Aj.  On  convient  de  rappeler  le  sens  de  ce 
mouvement,  en  affectant  la  mesure  de  AAj  du  signe  -(- 
ou  du  signe  —,  selon  que  le  mobile  se  déplace  de  x^  vers 
X  ou  de  X  vers  x^.  Et  si  l'axe  x^x  est  rectiligne,  on  donne 
au  segment  AAj,  ainsi  déterminé,  le  nom  de  vecteur;  A  est 
l'origine  et  Aj,  l'extrémité  du  vecteur. 

2.  Théorème.  —  Si  un  mobile,  parlant  du  point  A  de  l'axe 
XjX,  décrit  successivement  les  vecteurs  a^,  a^...,  a,„  pour  s^ar- 
réter  en  An,  le  vecteur  AA„  sera,  en  grandeur  et  en  signe,  la 
grandeur  algébrique  des  vecteurs   a^  aj-...,  a,,- 

Il  sufTit  évidemment  de  considérer  le  cas  de  ('eux  vecteurs 
ffj,  «2-  Désignons,  par  «3,  le  vecteur  AA^,  il  faut  démontrer 
que  r/3  =  Oj,  +  flj. 

Cette  formule  est  évidente  lorsque  l'axe  des  vecteurs  a^,a^ 
est  nul  et  aussi  lorsqu'ils  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
Les  seules  hypothèses  à  examiner  sont  donc  les  suivantes 

1°  (^1  >  o         avec        a^  >  o 

2"  «1  >  o        avec        t/^  <  o        et         i^al  <  «1 

8°  Oj  >  o,  02  <  o,  \a^\   >  «1 

4°  «1  <  o,  O2  >  o.  «2  >  l«il 

5"  ai  <  o,  a.,  >  o,  ^2  <  |«,| 

G''  «1  <  o,  «2  <  o. 

Dans  chacun  de  ces  six  cas,  le  théorème  est  de  vérification 
immédiate.  Ainsi,  dans  le  troisième  cas,  on  observe  que  la 
distance  AA^  est  comptée  dans  le  sens  négatif  et  que  sa 
valeur  absolue  est  (—  a^)  —  a^  =  —  {a^  +  a^);  on  a  donc 
rtj  =  «1  +  flj. 
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3.  Corollaire.  —  Lorsque  la  somme  algébrique  des  vecteurs 
que  paixourl  le  mobile  est  identiquement  nulle,  la  position  finale 
coïncide  avec  la  position  initiale  ;  et  réciproquement. 

4.  Remarque.  —  Le  théorème  précédent  et  son  corollaire 
sont  encore  applicables  si  l'axe  .r^x  est  curviligne;  ainsi  ils 
sont  vrais  pour  les  arcs  de  circonférence  définis  en  trigo- 
nométrie. 

o.  Définition  de  la  projection  d'un  point  sur  un  axe.  —  Soit 
l'axe  x^x  sur  lequel  on  demande  de  projeter  le  point  A. 
Imaginons  que  l'axe  x^^x  soit  rencontré,  par  l'axe  y^y  sous 
l'angle  6  que  nous  supposons  compris  entre  o  et  tt.  On 
sait  que  cet  angle  est  celui  dont  il  faut  faire  tourner  x^x, 
autour  d'un  de  ses  points  et  dans  le  sens  admis  comme  sens 
positif,  pour  le  rendre  parallèle  à  l'axe   y^^y . 

La  parallèle  à  y^y,  menée  par  A,  rencontre  x  au  point  a; 
nous  dirons  que  a  est  la  projection  d'angle  0  du  point  A 
sur  l'axe  x^x.  La  droite  ka  s'appelle  la  projetante  du  point  A. 

Si    0  —-5   les  projections  sont  dites  orthogonales. 

2 

6.  Projection  d'un  vecteur  sur  un  axe.  —  La  projection  du 
vecteur  AB  sur  l'axe  XiX  est  un  second  vecteur  ab  dont 
l'origine  et  l'extrémité  sont  respectivement  la  projection  de 
l'origine  et  celle  de  l'extrémité  du  premier. 

Nous  indiquerons  que  le  vecteur  ab  est  la  projection  du 
vecteur   AB   sur  l'axe    XiX,   par  la  notation 

;AB)  x^x  =  ab, 
que  nous  lirons:  vecteur  AB  projeté  sur  x^x  égale  vecteur  ab. 

Sachant  que  ab  +  ba  —  o, 

on  a  (BA).i,.r  =  —  (ABJ^jj?. 

7.  Théorème. —  A1A2...A,,  étant  un  polygone  plan,  concave 
ou  convexe,  si  un  mobile,  parlant  de  A,,  y  revient  après  avoir 
parcouru  une  seule  fois  les  différents  côtés  du  polygone,  et  si  l'on 
considère  chacun  de  ces  côtés  comme  un  vecteur  ayant  pour  origine 
celui  de  ses  sommets  d'où  part  le  mobile,  la  somme  algébrique  des 
projections  des  côtés  du  jiolygone  sur  un  axe  situé  dans  son  plan 
est  identiquement  nulle. 
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Soient  a^,  a  ^. . .  (in  les  projecLious  des  sommets  A,,A.^... 
A„  sur  l'axe  XiX.  Les  projections  des  vecteurs  A,A.j, 
A.^Aj ,. . .  A„_iA„  sont  les  vecteurs  a^a^ ,  a^a^ ,-. .  «n_i«,, .  Or 
en   vertu  du  n'^  3,   ou  a   identif^uement    «lOj  +  a^a.^  +    ... 

+   (In-lCl,,    =   O. 

8.  Corollaire.  —  La  /trojection  d'un  vecteur  sur  un.  axe  est 
égale  à  la  somme  algébrique  des  projeclioiis  des  élémeuls  d'un, 
conlou?^  polggoiial  ayant  la  même  origine  et  la  même  extrémité  que 
le  vecteur. 

9.  Théorème.  —  Les  projections  d'un  vecteur  sur  deux  axes 
parallèles  et  de  même  sens  sont  égales  en  grandeur  et  en  signe. 

Soient  ab,  a^  les  projections  du  vecteur  AB  sur  les 
axes  XiX,  lit  parallèles  et  de  même  sens.  La  figure  aafiô 
étant  un  parallélogramme,  les  projections  ab  aS  sont  égales 
eu  valeur  absolue.  Elles  ont  en  outre  le  même  signe;  car,  b 
étant  sur  le  segment  ax  de  l'axe  x^x,  S  doit  être  sur  le 
segment   a;   de   ;,:,    sinon    6fJ   et  aa   se  couperaient. 

10.  Théorème.  —  Les  projections  sur  un  même  axe  de  deux 
vecteurs  égaux,  parallèles  et  de  même  sens  (*),  sont  égales  en  gran- 
deur et  en  signe. 

I"  Soient  AB,  AjEj  les  vecteurs  considérés  que  nous  sup- 
poserons d'abord  appartenir  à  une  même  droite  :  Soit  0  le 
milieu  des  segments  A^B,  ABj  et  a,  b,  a^,  b^.  o  les  projec- 
tions des  points  A,  B,  Aj,  Bj,  0  sur  l'axe  x^x.  En  vertu 
d'un  théorème  connu,  0  est  aussi  le  milieu  des  segments 
«6i,  aj)   et  il  eu  résulte  les  deux  égalités 

ao  =  obi, 

ob  —  a^o 
d'oii,  par  addition 

[ao  +  ob]     ou     ab  —    a^o  +  oôj     ou     a^by. 
2*^  Supposons,  en  second  lieu,  que  les  vecteurs    AB.  A,B, 
ne  soient  pas  sur  une  même  ligne  droite.  La  figure     ABBjAj 
est  un  parallélogramme,  les  droites   AjB,   ABj    se  coupent 

(*}  Ou  pcul  diic  aussi,  pour  abréger  le  langage,  c(jiupijllcnh. 
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mutuellement  en  parties  égales,  et  si    0   est  leur  point  de 
rencontre,  on  a 

"ÂO  =T)Bi         et         OË  =  A^. 
Il  en  résulte,  eu  égard  au  n°  8  et  au  1°  de  ce  numéro,  que 

(âh),  =  (lox  +  (ôB),  ^  (ôb;),  +  {kfi),  =  (â^ïï;).. 

11.  Coefficient  directeur.  —  Le  coefficient  directeur  d'un  axe 
A  par  rapport  à  des  projections  d'angle  0  est  la  quantité  X 
définie  par  la  relation 

À  =  r_r 
sachant  que  r   est  un  vecteur  compté  sur   A   et  égal  à  l'unité 
positive. 

Cette  définition  entraîne  immédiatement  ces  conséquences  : 

1°  Deux  axes  parallèles  et  de  même  sens  ont  le  même  coefficient 
directeur  (n°  10). 

2"  Deux  axes  parallèles  et  de  sens  contraires  ont  des  coefficients 
directeurs  égaux  et  de  signes  contraires  (n°  6). 

3"  Si  les  projections  sont  orthogonales,  X  est  le  cosinus  de  l'angle 
a  que  la  direction  de  Vaxe  A  fait  avec  celle  de  XjX. 

1^2.  Théorème.  —  Da)is  le  cas  de  projections  d'angle  0, 

sin  (6  —  a) 

A    =    : • 

stn  0 
Cette  formule  est  évidente  lorsque   a  =  /.tt  ou  0  +  /vu,  car 
elle  donne  },  =  ±  i    ou   o. 

Plaçons-nous  en  dehors  de  ces  cas  spéciaux;  soient  y^y  la 
direction  des  projetantes  et  0  le  point  oli  elle  rencontre  x^x. 
Par  0,  menons  OM  parallèle  a  0  et  de  même  sens;  si 
OM  =  I,    la  projection  OP   de  ÔM  sur  x^x  est  le  coefficient 

X  de  A.  Quatre  cas  sont  à  consi- 
dérer :  a  peut  être  compris 
entre  0  et  6,  entre  6  et  -, 
entre  ■::  et  t:  +  ô  et  entre  7:  +  0 
et  2-.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées,  ô<a<7:  +  0;  le  triangle 
OPM   donne 

OP  :  sin  OPM  =  OM  :  sin  OPM. 
Mais   OP  =  -  X,   OM  =  I,    OMP  .^  a  -  0  =.  -  (0  -  a), 
et  OPM  =r  6. 
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On  a  donc      —  À  :  sin  j—  (0  —  a)\  =  i  :  sia  0, 
,,  .  -        sin  (0  -  g) 

d  ou  A    =   : 7 • 

sm  9 

13.  Théorème.  —  À  éiaiU  le  coe/licienl  direcleur  de  i'ajce  A 
su?^  lequel  le  vecteur  r   est  compté,  on  a  r,  —  À.?-. 

Soient  AB  —  r,  ab  =  r^  ;  prenons,  sur  A,  AC  =  i  et 
soit  (AC)x  —  ac  =  A. 

Les  droites  A^,  B,,,  Ce  étant  parallèles  entre  elles,  on  a 

AC 
d'où  I  /-^  I   -  I  /,/•  I  . 

Or,  si  /•  est  positif,  les  points  B,  C  sont  du  même  côté  du 
point  A  et  il  en  est  de  même  des  points  b,  c  par  rapport  à 
a;   par  suite,   Vx  et  X   ou  Ir   ont  le  morne  signe. 

Si  /•  est  négatif^  les  points  B.C  sont  de  part  et  d'autre  du 
point  A;  il  en  est  de  même  dés  points  b,  c  par  rapport  au 
point  a,  c'eit-à-dire  que  r^  et  À  ont  des  signes  contraires 
cl,  par  suite,    /■,  et  Ir   ont  le  même  signe. 

On  a  donc  toujours  /-^c  —  À/*. 

1  V,  Théorème  de  Laisant.  —  Si  l'on  a  les  deux  idenliiéH 

n 

V 

(I)  ^méV,  cos  a,  ::^  o, 

I 
et 

n 

V 

("2)  j^  Y,  cos(î;,  -h  p)  =:  o, 

I 
avec  kl  condilioii  p  ;zf  k-, 

l'on  aura  aussi 

n 

V 

ji^  ri,  cos  (rt,  +  7)  =  0, 

q   étant  une  quaniilé  quelconque. 

Prenons  un  axe  quelconque  et  construisons  le  contour  poly- 
gonal A„Ai  . . .  A„  dont  les  éléments  À^Ai,  AjAj,  . . .  A„_|A„ 
sont  respectivement  définis  par  les  quantités  (/■, ,  a,),  (r.^,  a.J 
•  ..  {'n,  'j-h)-   Supposons  que,  pour  former  ce  contour,  nous 
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devions  introduire  le  vecteur  /'„_|  =  A„Âo  faisant  avec  XiX 
l'angle   a„j_i. 

Si  nous  faisons  tourner  l'axe  x^x,  autour  d'un  de  ses  points, 
de  l'angle  —  p,  les  angles  aj,  y..,  . . .  deviennent  7.^  -+-  % 
OL^  "i-  p,  . . .    Soit  ÇjÇ   la  nouvelle  position  de  l'axe  x^x. 

Projetons  orthogonalementle  polygone  A^,A, . . .  A„,  d'abord 

sur  XyX,    puis  sur   ÇjÇ.    On  obtient  les  deux  identités 
«-■-1 

V 

(!')  ^d  /•,  cos  y.,  :=:  o, 

1 
et 

'1—1 

(2')  ^  r,  cos  fy.,  4-  ;j)  =:  o. 

1 

Retranchons   (i)  de  (1')   et   {i)  de  ('2'j   et  nous  aurons 
r„_|,  cosa„^i=:  o, 
avec  /V__i.  cos  (a„^.i  +  p)  ih:  o. 

Or,  l'angle  p  étant  différent  de  kr.,  on  ne  peut  pas  avoir 
à  la  fois 

cos  a„_(  r=  cos  (a„_i  -!-  yj)  ^  O, 
c'est  donc  que  rn^ii^o.  Mais  alors  A„  coïncide  avec  A^  et 
le  contour  polygonal  A^  . . .  A„  est  fermé.  Faisons  tourner 
x^x  de  l'angle  —q  et  projetons  orthogonalement  le  contour 
A(,  ...  A„  sur  la  nouvelle  position  de  l'axe;  nous  obtenons 
ainsi  l'identité  „+i 

2mi  r,  cos  (y,-  +  7)  :^  o. 
^  (A  suivre.) 

DEMONSTRATION   GÉOMÉTRIQUE 

DE  l'ixégalitp:   X  —  sin  r»  <  — 

4 

Par  M.  Maiirioe  Fouché,  professeur  de  matliéraaliques  élémentaires 
à  Sainte-Barbe. 


La   démonstration  qu'on  donne   habituellement  de    l'iné- 
galité 


X  —  sin  £c  <  —  » 
4 
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présente  un  caractère  artificiel  qui  la  rend  assez  difficile  à 
retenir,  au  moins  par  les  commen- 
çants. Le  raisonnement  suivant  ne 
me  parait  pas  présenter  cet  incon- 
vénient; du  moins,  au  même  degré. 
Si  on  désigne  par  x  l'arc  AM, 
l'expression  x  —  sina?  représente 
le  double  de  l'aire  du  segment  com- 
pris entre  l'arc  et  la  corde,  laquelle 
est  plus  petite  que  celle  du  rectangle  AMGB  compris  entre 
la  corde  et  la  tangente  parallèle   CB.    Ou  aura  done  : 

X  f  x\ 

X  —  sin  X  <  2 AM .  ED  ^  4  sin  —  (  i  —  cos  —  ) 


et  a  fo/iiori  :        x  —  sia  x  <. 


■■  8  sin  —  sin^  —  > 
2  4 

X    x"^       x^ 


16"  4 


PROPRIETES  DU  CARRE  MAGIQUE  DE  3 

Par  M.  G.  Tari-y. 


Considérons  trois  carrés  de  trois  cases  de  côté. 

Dans  les  cases  du  premier  carré  plaçons  les  neuf  premiers 
nombres  entiers  suivant  l'ordre  d'un  carré  magique. 

Dans  les  cases  du  deuxième  carré,  plaçons  ces  nombres  à 
la  suite  les  uns  des  autres  dans  leur  ordre  naturel,  en  partant 
d'une  case  quelconque  et  en  suivant  les  directions  des  lignes 
et  des  colonnes. 

Dans  les  cases  du  troisième  carré,  portons  les  nombres 
égaux  à  la  somme  des  deux  nombres  inscrits  dans  les  cases 
correspondantes  des  deux  autres  carrés. 

La  somme  des  carrés  des  nombres  du  troisième  carré  est 
constante. 

De  plus,  si  les  nombres  du  deuxième  carré  ont  été  placés 
en  partant  d'un  coin,  la  somme  des  cubes  du  troisième  carré 
est  aussi  constante. 
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' 

EXEMPLES 

Premier  carre. 

Deuxième 

carré. 

Troisième  carré. 

2 

9 

4 

7 

8 

9 

14 

36 

7 

5 

3 

I 

2 

3 

7 

10 

9 

6 
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8 

4 

5 

6 

24 

5 

48 

o 

9 

4 

o 

I 

3 

4 

9 

12 

7 

5 

3 

5 

4 

6 

35 

20 

18 

6 

I 

8 

8 

7 

9 

48 

7 

72 

2 

9 

4 

6 

4 

5 

1  2 

36 

20 

/ 

5 

3 

■3 

I 

2 

2  I 

5 

6 

6x8  978  54       7     G4 

La  somme  des  neuf  nombres  du  troisième  carré  est  toujours 
égale  à 

225  =^5x  (1+2  +  3+44-5  +  6  +  7  +  8-1-9). 
Les  nombres   du   troisième   carré   sont  les   produits   des 
iiombres  correspondants  des  deux  premiers  carrés.  Donc  si, 
au  lieu  du  produit,  on  avait  pris  la  somme,  la  somme  des 
carrés  des  nombres  du  troisième  carré  aurait  été 

2(1-  +  2"  -h  3*  +  4^  +  52  +  6^  4-  72  -h  8^  +  92  -t-  225). 
Ecrivons  le  carré  magique  sous  la  forme 

5  —  /j  5  +  p  +  <7  5  —  f/ 

5  -h  p  —  q  5  5+ç  —  p 

5+g  b  —  p  —  q  5  +  p 

Sous  cette  forme,  il  sera  facile  de  vérifier  la  propriété  rela- 
tive à  la  somme  des  produits  des  nombres  correspondants,  et 
par  conséquent  celle  des  carrés. 

Le  développement  fait  voir  en  outre  que 

1°     i*(5  -  p)  +  2^(5  +  p  +9)  +  3='(5  -  9)+4H5  +p-g) 

+  5^5+6"(5+9-p)  +  7^(5  +  f/)  +  8^(5-p-g)  +  9^(5+p) 
est  une  quantité  indépendante  des  valeurs  de  p  et  q. 
2°     (5— p)-  +  2{5 -hp-hq)'^  +  3(5— ^j-  -h  ^(S+p  —  qY 

-1-5.52  +  6(5  +  7  — p)^+7(5+ç)^  + 8(5— p  — 71''  + 9^5 +7J) 
est  égal  à  3o{p'^  +  q-)  +  constante. 

Or  p2  +  q""      est  égal  à       (±1)'  +  (±  3)-. 

Cette  'dernière  quantité  est  donc  aussi  constante.  Ce  qui 
démontre  la  propriété  relative  aux  cubes. 


JOLnNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 


SUR  LES  CARACTERES  DE  DIVISIBILITÉ 

Par  M.  Maurice  Fouché,  professeur  à  Sainte-Barbe. 
(Suite  et  /în,  voir  page  35.; 


Un  caractère  de  divisibilité  peut  aiusi  être  défini  par  les 
nombres  suivants  : 

1°  Nombre  p  des  chiffres  des  tranches  dans  lesquelles  on 
décompose  le  nombre;  c'est  le  plus  petit  nombre   p   tel  que 

I  o''  =  md  ■+-  1  ; 

2"  Nombre  —   qui  indique  la  subdivision  du  nombre  réduit 

en  deux  nouvelles  tranches  égales  et  la  soustraction  de  la 
tranche  de  gauche  do  colle  de  droite,  mais  dans  le  cas  seule- 
ment où 

£ 
I  o  2  =  nul  —  I  ; 

3°  Groupes  des  nombres   k  et  y.   tels  que 
lO''  =  77ld  +  a 
en  choisissant  les  plus  convenables; 

4"  Diviseur   n   des  dizaines  tel  que 
ion  =  md  ±1  I. 

En  partant  de  ces  principes  nous  avons  construit  le  tableau 
suivant  qui  donne  les  caractères  de  divisibilité  do  tous  les 
nombres  premiers  avec  lo  jusqu'à  121,  et  de  quelques  autres 
plus  grands.  Pour  expliquer  l'usage  de  ce  tableau,  il  nous 
suffira  de  formuler  la  règle  générale  suivante  qui  découle 
immédiatement  des  considérations  précédentes. 

1°  Partager  le  nombre  en  tranches  de  p  chiffres  et  ajouter  les 
tranches  ; 

2"^  Subdiviser  le  nombre  ainsi  obtenu  en  deux  tranches  de  —  chiffres 
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et  retrancher  la  tranche  de  gauche  de  celle  de  droite.  —  On  ne  fera 

pas  celle  opération  pour  les  diviseurs  ou  la  colonne    —      restera 

vide  ; 

3»  Séparer  k  chiffres  à  droite,  multiplier  la  partie  de  gauche  par 
a.  et  ajouter  le  produit,  pris  avec  son  signe  à  la  partie  de  droite  ; 
recommencer  autant  de  fois  que  possible  avec  les  mêmes  nombres 
k  et  a,  puis  avec  d'autres  nombres  k'.  a,  s'il  y  en  a  plusieurs 
groupes  dans  le  tableau. 

^° Diviser  les  dizaines  du  nombre  réduit  par  le  diviseur  des  dizaines 
n  et  ajouter  le  quotient  au  nombre  formé  par  le  reste  de  cette 
division  suivi  du  chiffre  des  unités.  On  retranchera  le  quotient  au 
lieu  de  l ajouter  quand  le  diviseur  n  sera  précédé  du  signe  —. 

TABLEAU    DES    CARACTÈRES   DE   DIVISIBILITÉ 

de  tous  les  nombres  premiers  avec  W  jusqu'à  121 . 
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QUELQUES    AUTRES    D1VISEUHS 
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Il  est  bieu  clair  qu'il  u'est  pas  nécessaire  d'utiliser  tous  les 
caractères  indiqués  pour  chaque  diviseur.  Dans  bien  des  cas, 
))ar  exemple,  pour  les  diviseurs  gi,  97,  io3.  le  dividende 
pouvant  être  réduit  à  deux  chiffres,  il  sera  inutile  d'appliquer 
le  caractère  qui  consiste  à  diviser  les  dizaines  par  n;  mais 
on  peut  préférer  pousser  la  réduction  moins  loin  et  appliquer 
ce  caractère  par  division  des  dizaines. 

Il  peut  être  utile  aussi  d'observer  qu'on  peut  arriver  à 
trouver  le  reste  par  l'application  d'un  seul  caractère.  Soit  par 
exemple  le  diviseur  97  qui  admet  le  caractère  k  =  2, 
a  =  3,  ce  qui  veut  dire  qu'on  ne  change  pas  le  reste  en 
a_[outant  au  nombre  formé  par  les  dizaines  et  les  unités  le 
triple  des  centaines.  On  déduit  aisément  de  cette  proposition 
la  règle  suivante  : 

Pour  trouver  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  97,  œi 
partage  ce  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la 
droite,  la  dernière  tranche  à  gauche  pouvant  navoir  qu'un  seul 
chiffre.  On  multiplie  la  première  tranche  à  gauche  par  3  et  on 
l'ajoute  à  la  suivante;  si  la  somme  a  plus  de  deux  chiffres,  on 
multiplie  le  chiffre  dea  centaines  par  3  et  on  l'ajoute  au  nombre 
formé  par  les  deux  autres  chiffres,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que 
le  résultat  n'ait  que  deux  chiffres.  On  multiplie  ce  résultat  par  3 

(*)  A  désigne  un  quelconque  des  diviseurs  ae 
33.7.11.13.37  ^999999 

Remarques.  —  1°  Il  est  bien  clair  que  quand  le  diviseur  des  dizaines  est 
±0,  30,  50,  etc.,  il  sufût  de  diviser  les  centaines  par  2,  3,  5,  etc.  ; 

2»  Pour  le  diviseur  103,  le  caractère  qui  consiste  à  diviser  les  dizaines 
par 31  devient  inutile,  sien  s'est  servi  de  k  :=  2.  x  —  —3,  puisqu'alors  le 
nombre  n'a  plus  que  deux  cliillres. 
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et  on  l'ajoute  à  la  tranche  suivante,  puis  on  continue  de  la  même 
manière,  en  opérant  sur  les  tranches  successives ,  de  gauche  à 
droite,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  nombre  de  deux  chiffres. 
Voici  le  type  du  calcul  pour  le  nombre 

756  435  987  645  987 


56 

43 

59 

87 

64 

59 

87 

2 1 

2.3l 

2.40 

24 

42 

27 

2.58 

77 

6 

6 

1 .  1 1 

t  .06 

86 

6 

80 

i.o5 

3 

3 

3 

1 .5  1 

9 

3 

8  54 

hc  reste  est   54. 

On  pourra  de  même,  par  l'examen  du  tableau  précédent, 
trouver  un  grand  nombre  de  régies  analogues. 

Comme  dernier  exemple,  je  vais  chercher  le  reste  de  la  divi- 
sion du  nombre  précédent  par  167,  Il  résulte  du  tableau 
qu'il  faut  partager  le  nombre  en  tranches  de  trois  chiffres, 
multiplier  chaque  Iranche  par  —  2,  eu  commençant  par  la 
gauche,  et  ajouter  le  résultat  à  la  tranche  suivante  : 


756 

435 

987 

645 

987 

— 

1,5X2 

H- 

-1- 

00 

+ 

270 

373 

+ 

750 

- 

1.077 

I  . 

,37 

237 

4-    2 

—    2 

— 

167 

-75 

+ 

i35 

70 

Le  reste  est 

70. 

Cas  d'un  diviseur  non  premier  avec  10. 

Uu  pareil  diviseur  sera  de  la  forme  d  —  d'  2'  5'',  d'  étant 
premier  avec  10.  Soit  y  le  plus  grand  des  deux  nombres  a 
et  p.  A  la  droite  du  nombre  proposé  N  nous  séparerons 
Y   chiffres,  de  manière  à  l'écrire 

A  =  P.ioTf  -f-  Q; 
puis,  nous  chercherons  le  reste  de  la  division  de   P   par  d' 
par  l'application  des  caractères  connus,  puisque   d'   est  pre- 
mier avec    10. 

Soit  P  =  m.d'  -+■  r. 

On  aura  A  =  w.rf'.  iqï  -»-  /•.  10    4-  Q. 
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Mais  d' .  10'  est  uu  multiple  de  d,  et  le  reste  est  le  même 
que  celui  de  7'.  lo-  -+■  a,  c'est-à-dire  qu'à  la  droite  du  résidu 
correspondant  au  module  d',  on  écrira  les  y  chiffres  du 
nombre  proposé  qui  n'ont  pas  servi,  et  c'est  le  nombre  ainsi 
formé  qu'on  divisera  par  d. 

L'application  de  ce  raisonnement  au  diviseur  52  =  i3  x  4 
conduit  à  la  règle  suivante  complétée  par  cette  remarque  que 
loo  =  m.b2  —  4. 

Pour  trouver  le  reste  de  la  division  d^ un  nombre  par  5  2,  on 
isole  deux  chiffres  à  la  droite  de  ce  nombre,  et  on  partage  les 
chiffres  restant  en  tranches  de  6  chiffres  de  gauche  à  droite,  la  der- 
nière tranche  à  gauche  pouvant  avoir  moins  de  6  chiffres.  On  ajoute 
toutes  ces  tranches,  non  compris  les  2  chiffres  isolés  à  droite,  et  on 
recommence  jusqu'à  ce  que  le  nombre  ait  8  chi/fres  au  plus.  Alors 
laissant  toujours  les  2  chi/fres  de  droite  isolés,  on  partage  les  6  autres 
en  deux  tranches  de  trois  chiffres,  et  on  retranche  celle  de  gauche 
et  celle  de  droite,  en  ajoutant  à  celle-ci,  si  c'est  nécessaire,  un 
m,ultiple  de  1 3o.  Le  nombre  ainsi  réduit  a  au  plus  S  chiffres;  on 
le  partage  en  tranches  de  2  chiffres  de  gauche  à  droite,  la  S"  tranche 
n  ayant  qu'un  chiffre: puis,  commençant  par  la  gauche,  on  multi- 
plie la  première  tranche  par  —  4  et  on  ajoute  le  résultat  à  la 
suivante;  on  multiplie  la  somme  par  —  4  et  on  l'ajoute  à  la  tranche 
suivante,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  nombre  n'ait  plus  que 
deux  chiffres.  Si  le  résultat  ainsi  obtenu  est  plus  petit  que  52,  c'est 
le  reste,  sinon  on  en  retranche    52   unités  et  on  trouve  le  reste. 

Exemple  : 

84'567898-765483-i27  684-37 
765  483 
567  898 
84 


1.461    149 
I 

i3o  X  4  = 

461 . i5o 
520 

670 
—  461 

2         09         37 
-8      -4 

2"og 

-+-  i         33 
Le  reste  est  33. 
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A  l'aide  du  tableau  précédent,  on  formera  de  même  un  très 
grand  nombre  de  caractères  de  divisibilité  conduisant  à  des 
calculs  notablement  plus  simples  que  ceux  que  donnerait  la 
simple  division  par  les  diviseurs. 

EXERCICES  DIVERS 

Par  Aug.  Bontiii 


369.  —  On  ne  saurait  trouver: 
27.28.29.30.31.32.54.35.37.38  39.40.41.42.43.4.445  ou  46 

entiers  positifs  en  progression  arithmétique  et  tels  que  la  somme 
de  leurs  carrés  soit  un  carré. 

(Voir  /.  M.  E.,  année  1893,  p.  '274,  Ex.  298.) 

370.  —  Trouver  26  entiers  positifs  en  progression  arithmé- 
tique et  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  carré. 

On  est  amené  à  résoudre  en  nombrps  entiers  l'équation 

2  6/c2—  2  2br^  —  y-, 
qui  admet  une  infinité  de  solutions;  il  en  est  donc  de  môme  de   la 
question  proposée,  en  particulier  pour   /■  =  i 

232  +  26^  +  272  +  . . .  +    5o2  —  ig5-, 
pour  ?'  =  5  62^-1- 672+ 722+  ...+ 1^72  =  663^ 

371.  —  Trouver  33  nombres  entio's  positifs  en  progression 
arithmétique  et  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  carré. 

On  est  conduit  à  l'équation  : 

iik-  =  272;-^+  ^if 
qui  admet  une  infinité  de  solutions  entières,  il  en  est  donc  de  môme 
du  problème  proposé.  En  particulier,  pour   /■  =  i 

7'^+     8^+     9^+...+   392=    143% 

272+   28^+  292+  ...  +    592=   253-, 

227- +228-  +2292  +  ...  -h  2392  —  13972. 

372.  —  Trouver  36  entiers  positifs  en  progression  arithmétique 
et  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  carré. 

6r  désignant  la  raison  de  la  progression,  on  est  amené  à  résoudre  en 
nombres  entiers  l'équation 

k-"  —  3S85/'2  4-  y^ 
qui  admet  une  infinité  do  solutions  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la  ques- 
tion proposée.  En  particulier  pour  >•  =  i ,  on  a 

17-  +  23=  -i-  29=  -h  ...  +  2272  =  822^ 

373.  —  On  ne  saurait  trouver  ni  4,  ni  6  triangulaires  cotisé- 
cutifs  dont  la  somme  soit  un  triangulaire. 
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374.  —  Trouver  trois  triangulaires  comécutifs  dont  la  somme 
soit  un  triangulaire. 

Soit    X    le  rang  du  plus  petit ,  on  a  à  résoudre  en  nombres  entiers 
l'équation  : 

3a;-  +  ga:  +  8  —  K(K  +  i  )  =  o. 
On  trouve  2x  ^  y  —  3,  2K=r?3—  i, 

y  ei  z    étant  déterminés  par  l'équation 

(1)  l/-=3,^^-2. 

Cette  équation  aj'ant  une  infinité  de  solutions,  il  en  est  de  même  du 
problème  proposé. 
La  relation  (1  )  est  complètement  résolue  par  les  suites  : 

yu  =  ' .       yt  =  5,       (/„  =  1 9  . . .  i/^  =  4i/.^_j  —  i/^^_,, 

d'oii  a;,  r^  I ,        a;,  =:  8,        x^^^  34,        0-4  =  1 3 1    ... 

x„  =  4^„_i-x,^_,-h3. 

375.  —  Trouver  cinq  triangulaires  consécutifs  dont  la  somme 
soit  un  triangulaire. 

On  est  conduit  à  résoudre  en  nombres  entiers  : 
5î/2  -1-  36  =  z^. 
qui  admet  une  infinité  de  solutions;  il  en  est  donc  de  même  de  la  ques- 
tion proposée.  Cette  équation  est  complètement  résolue  par  les  suites 

Wo  —  o,        y,  =  3,        y.,  =  g  ...  î/__  —  3y^,_,  -  y^^_^, 

s^  =  6,        ;,  =  9,        ^2  =  2  I  . . .  :;^j  =  -■*^,i-i  ""  ^/i-2- 
Si  X  est  le  rang  du  plus  petit  des  triangulaires  cherchés,  on  a 

2X  =  y  —  b. 
On  obtient  toutes  les  solutions  par  la  suite  : 

«1  =  2,        0^2=;—»         a-j  =  29,        a-4  =  80  ... 

a-n  =  3x„_,  -  a-„_2  H-  -  , 

en  rejetant  les  valeurs  de  x  dont  l'indice  est  de  la  forme  3m  —  i,  valeurs 
qui  ne  sont  pas  entières. 

CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Esquirol,  professeur  au  lycée  de  Mont- 
pellier. 

A  propos  de  la  question  soulevée  (*)  par  rétablissement  géo- 
métrique de  la  formule 

(1  )  t2    = •  t^   — •  1 

que  l'on  rencontre  dans  le  deuxième  cas  de  résolution  des 
(*)  Voir  Journal,  page  15. 
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triangles  quelconques,  est-il  contraire  à  l'esprit  du  programme 
de  seconde  moderne  de  faire  reposer  la  formule  (1)  sur  la 
démonstration  géométrique  des  formules  qui  transforment  en 
produit  sin  A  ±  sin  B  ? 

Si  cela  était  permis,  on  arriverait  à  la  formule  (1)  par  le 
calcul  classique,  après  avoir  établi  géométriquement  les  formules 

A  +  B  A  -  B 

(2)       sin  A  +  sin  B  :=^  2  sin  


ces 


(3)       sin  A  —  sin  B  =  2  sin 


A  -  B 


2 
A  +  B 


cos 


Or,  ceci  est  facile. 

Supposons  que  A  et  B  désignent  deux  angles  d'un  triangle; 
soit  B  <  A,  et  représentons:  A  par  l'angle  XOA  ;  B,  par 
XOB.  Si     A  <  90%    on  a  la  figure  i;  si     A  >  90^     on  a  la 

pgure  2,  car     <  90°. 


0  a!        c'-D'     B'  X  A'  0         CD 

Fiij.  I.  Fig.  2. 

Soit  OD  la  bissectrice  de  BOA.  Coupons  les  côtés  par  un 
arc  de  cercle  do  centre  0  et  de  rayon  i,  puis  traçons  :  BE, 
parallèle  à  XO  ;  AA',  BB',  CC,  DD',  perpendiculaires  sur 
OX.  On  a 


AOD 

ce 


BOD  = 
I 


A  -  B 


XOl)  = 


A 


B 


(AA'  ■+-  BB'),AE  =  AA'  -  BB'. 


1°  Les  triangles   OCC,  ODD'   semblables  donnent 
ce  _  OC 
m'  ~  od' 

d'où    ce  —  OC  X  DD',     puisque     OD  =  i . 
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Donc    AA.'  +  BB'  =  2.OG.DD';    et,  en  remplaçant  chaque 

longueur  par  la  ligne  trigouométrique  qu'elle  représente, 

•    x.  A-B.A  +  B 

sin  A  -i-  sin  B  =  2 .  cos .  sm  ; 

2  2 

c'est  la  formule  (2)  ; 

2°  Les  triangles   BAE,  ODD'   semblables  donnent 
AE  __  OD' 
ÂB  ~  OD  ' 
ou  (puisque     AB  =  2AC,   OD  =  i) 

AE  =z  2AC.OD'. 
Finalement 

•     A         •     R  .     A  -  B         A+  n 

sin  A  —  sm  B  =   2  sm .  cos ; 

<>  2 

c'est  la  formule  (3). 

En  adoptant  cette  voie,  les  élèves  de  seconde  moderne  pour- 
raient utiliser  les  formules  (2)  et  (3),  ainsi  que  les  formules 
analogues  en  cos  A  ±  cos  B,  Ig  A  ±  tg  B  qu'on  en  déduit 
facilement,  sans  avoir  recours  aux  formules  de  l'addition  des 
arcs. 


BACCALAUREATS 


Académie  de  Nancy. 

1°  Questions  à  choisir  :  (a)  Démontrer  que  tout,  déplacement  d'une 
figure  plane  de  forme  invariable,  dans  son  plan,  se  ramène  à  une  rotation 
ou  a  une  translation;  (b)  On  prolonge  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  quel- 
conque au  delà  de  son  sommet.  Montrer  que  le  nouvel  angle  trièdre  ainsi 
obtenu  ne  peut,  en  général,  lui  être  superposé.  Trouver  les  conditions 
pour  que  les  deux  trièdres  soient  superposables  ;  ;'c'  De'montrer  que  deux 
figures  symétriques  par  rapport  a  une  droite  sont  superposables,  et  que 
les  symétriques  d'une  même  figure  par  rapport  à  un  plan  et  par  rapport 
à  un  point  de  ce  plan  sont  deux  figures  superposables 

2°  Problème.  —  Ou  donne  deux  circonférences  extérieures  de  centres 
O  et  0'  et  de  rayons  R  et  R' ,  la  distance  des  centres  étant  00'  =  a. 
Par  le  centre  0  de  l'une,  on  mène  une  droite  OA  faisant  avec  00'  un 
angle  x  ~  AOO',  et  du  centre  0'  de  l'autre,  on  abaisse  OA  perpen- 
diculaire sur  OA.  Soient  respectivement  B  et  B'  les  points  où  les 
droites  OA,  O'A  rencontrent  les  circonférences  0  et  0',  on  joint  BB' 
et  on  considère  le  quadrilatère  BB'0'0. 

(a)  A  quelle  équation  doit  satisfaire  l'angle  .t  pour  que  le  quadrilatère 
soit  inscriptible? 

[h)  Déterminer  l'angle  x  de  manière  que  le  quadrilatère  ait  une 
surface  donnée.  Discuter.  Maximum  de  la  surface. 
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Académie   de  Poitiers. 

1'  Qucslions  à  choisir  :  a)  Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  (par  les  divisions  successives);  (b)  Erreur  relative  d'un 
produit  et  d'un  quotient  ;  (c)  Définition  et  extraction  de  la  racine  carrée 
d'un  nombre  entier  eu  fractionnaire  à  1/10"  près. 

2°  Problème.  —  Deax  triangles  équilatéraux  ABC,  Â'BG  ont  un  côté 
commun  BC  et  leurs  plans  font  entre  eux  un  angle  x.  Exprimer,  en 
fonction  de  x  et  du  côté  a  de  ces  triangles,  le  volume  du  tétraèdre 
ABGA'.  Variation  de  ce  volume.  Valeurs  de  sin  x  et  cos  x,  lorsque 
le  tétraèdre  est  régulier. 

Académie  de  Rennes. 

1°  Questions  à  choisir  :  (a  Etudier  depuis  x  =  —  x  jusqu'à  .r  =  -t-  x 
la  fonction 

b 
y  =  a(x-a)  +  ^--^ 

où  a,  h,  a,  ,3,  sont  des  constantes.  Discontinuités,  maximum  etminimum 
(b)  Montrer  que  le  trinôme  y  =^  ax''  +  bx-  +  c  ne  peut  avoir  un  diviseur 
réel  du  premier  degré  en  x  sans  en  avoir  un  second.  Conditions  pour 
que  ce  trinôme  admette  ainsi  deux  diviseurs  du  premier  degré,  réels,  et 
deux  seulement;  conditions  pour  qu'il  en  ait  quatre.  Discussions  des 
valeurs  de  ce  polynôme  dans  ces  deux  cas,  en  supposant  x  variable  de 
—  X  à  -J-  X  ;  :'cy  Intérêts  composés.  Valeur  de  l'annuité  qui,  à  un  taux 
connu,  éteindra,  après  n  versements,  un  capital  donné.  Que  deviendra  la 
formule  si  le  nombre  des  versements  est  illimité? 

2°  Problème.  —  On  donne  un  point  C  à  la  distance  c  du  centre  0 
d'une  circonférence  de  rayon  a,  et  l'on  prend  sur  cette  circonférence  un 
point  M  dont  le  rayon  OM  fait  avec  OC  l'angle  COM  =  a.  La  sécante 
CM  coupe  la  circonférence  en  un  second  point  M';  [a:  Calculer,  en  fonc- 
tion de  y.,  le  diamètre  de  la  circonférence  qui  passe  en  0,  M,  M',  et  en 
trouver  les  maximaou  minima  quand  a  varie;  (b)  Déterminer  le  point  G' 
où  cette  circonférence  variable  coupe  OC  :  que  devient  ce  point  quand 
a  varie?  ('cj  Evaluer  CM,  CM  et  leur  rapport;  fc/j  Prouver  que  le  produit 
CM,  CM'  a  une  valeur  indépendante  de    a. 

Académie  de  Toulouse. 

1"  On  donne,  dans  un  plan  Q,  deux  points  A  et  B  dont  on  désigne  la 
dislance  par  n,  et  on  mène  dans  ce  plan  le  cercle  ayant  AB  pour  dia- 
mètre. Au  point  B,  On  élève  une  droite  BS  de  longueur  //,  perpendi- 
culaireau  point  Q.  On  propose  de  mener  par  le  point  A  une  corde  AM 
de  la  circonférence,  telle  que  l'aire  du  triangle   SAM  soit  égale  à  une 

quantité  donnée  qu'on  désignera  par  -  at. 

2"  Calculer,  à  un  millimètre  près,  le  côté  d'un  triangle  équilatéral  dont 
l'aire  est  égale  ;i  un  mètre  carré. 

1"  Trouver  le  premier  terme  et  la  raison  d'une  progression  géométrique, 
connaissant  la  somme  t  du  premier  et  du  cinquième  termes,  et  la  somme 
Ki  du  second  et  du  quatrième.  K  et  /  sont  des  nombres  donnés. 
Discussion. 

20  Un  promeneur  se  trouve  sur  une  falaise  à  80  mètres  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer.  Quelle  est,  ùun  kilomètre  près,  la  distance  à  laquelle  il 
peut  voir  en  mer? 
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NECROLOGIE 


Les  sciences  et  l'Italie  viennent  de  faire  une  grande  perte 
en  la  personne  du  Père  Francisco  Denza,  barnabite,  l'un  des 
plus  savants  astronomes  du  wx"  siècle,  Président  de  l'Acadé- 
mie pontificale  des  Nuovi  Lincei,  Directeur  de  l'observatoire 
du  Collège  romain.  Ses  études  sur  les  étoiles  filantes  sont 
connues  dans  tous  les  pays  du  monde  oii  l'on  s'occupe  des 
phénomènes  célestes.  Citons  parmi  ses  principaux  ouvrages: 

Les  étoiles  filantes  de  novembre  IS68  et  août  1869  observées  en 
Piémont  et  dans  d'aulrjs  contrées  d'Italie.  —  Observations  des 
météores.  —  Rapports  sur  les  observations  des  éclipses.  —  Le  cotn- 
modore  Maury  et  la  corresp07idance  météorologique  des  Alpes  et  des 
Apennins.  —  Eludes  sur  la  climatologie  de  la  vallée  d'Aoste.  — 
Les  étoiles  filantes  d'août  ISSo.  —  Taches  solaires,  perturbations 
magnétiques  et  aurores  polaires. 

L'unité  des  forces  pliysiques,  publiée  à  Milan  par  le  P.  Ângelo 
Secclii,  eu  1883,  est  précédée  d'une  remarquable  esquisse 
biographique  du  savant  jésuite  par  le  P.  Deuza.  Dans  la 
séance  de  l'Académie  pontificale  des  Nuovi  Lincei  du  21  jan- 
vier de  cette  année,  le  P.  Denza,  président,  donnait  encore 
lecture   à   ses   collègues    d'une  dernière    Note  sur  les  taches 

solaires  observée  ^  en  1893. 

Aristide  Maure, 
Correspondant  de  l'Académie  pontificale 
des  Ni'.orl  Lincei. 
Vaucresson,  le  21  décembre  189'i. 

A  PROPOS  DE  Lk  QUESTION  562  (*) 


M.  Mannheim,  qui  a  proposé  cette  question,  nous  fait 
observer  que  la  solution  est  aussi  simple  lorsqu'on  prend 
l'énoncé  suivant  : 

(*)  Voyez  la  solution  publiée;  dans  le  numéro  de  février,  p.  'l'd. 

Depuis  l'apparition  de  ce  numéro,  nous  avons  reçu  une  solution  de 
M.  Ai.KTi'.op,  à  Madrid,  de  cette  intéressante  question. 

Nous  prions,  à  ce  propos,  et  de  nouveau,  nos  collaborateurs  de  vouloir 
bien  p/cs-ser  renvoi  de  leurs  solutions.  Elles  ne  resteront  pas  longtemps  dans 
nos  cartons.  ''■  L- 
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On  donne  un  cercle  et  un  trapèze  qui  lui  est  circomcrit.  Les 
points  (le  contact  des  côtés  sont  a  ,  b ,  c  ,  d  en  commençant  par 
le  point  de  contact  d'un  des  côtés  parallèles.  Au  point  arbitraire 
t  du  cercle,  011  inène  une  tangente  qui  coupe  en  m,  n,  les  côtés 
tanr/ents  en  b  ,  d  ;  les  droites  ara,  an  interceptent  sur  le  côté 
tangent  en  c  im  segment  de  grandeur  com-lanle,  lorsque  t  varie 
de  position  sur  le  cercle. 

Menons  le  diamètre  parallèle  aux  côtés  du  trapèze  tangents 
en  rt  et  c  .  Appelons  b' ,  m' ,  t' .  n  ,  d'  les  points  de  rencontre 
de  ce  diamètre  et  des  droites  nb  ,  am,,  at ,  an,  ad.  On  sait 
que  b'vi'  =  m't'  ,  t'n'  —  n'd'  .  Il  résulte  de  là  que  m'n' 
est  la  moitié  de  b'd' ,  c'est-à-dire  de  longueur  constante, 
quelle  que  soit  la  position  de  t .  Gomme  ce  segment  m'n 
est  la  moitié  du  segment  intercepté  par  les  droites  ain ,  an 
sur  le  coté  tangent  en   c,    la  propriété  est  démontrée. 


QUESTION  572 

.Solution  par  A.  Duoz-  Farnv. 


Dans  un  triangle  ABC  dont  les  hauteurs  sont  AA',  BB',  CC, 
on  prend  les  symétriques  des  pieds  des  hauteurs  par  rapport  aux 
sommets  du  triangle  et  on  obtient  ainsi  un  triangle  A"B"C",  On 
jirend  encore  les  symétriques  des  sommets  A,  B,  C  par  rapport  aux 
pieds  des  hauteurs  A',  B',  G',  et  on  obtient  un  triangle  A"B'"G'". 
Si  S,  S',  S",  S'"  représentent  respectivement  les  aires  des  triangles 
ABC,  A'B'C',  A"B"G",  A"'B"'G'",  on  a  les  relations  suivantes  : 
S"  -  S'  :=  6S,  S'"  -  4S'  =  3 S,  4S"  -  S'"  =  21S. 

(E.-N.  Barisien.) 

I.  Calcul  du  triangle   S'.  —  Le  triangle  AB'G'  est  semblable 
au  triangle    ABC,   le  rapport  de  similitude  étant  cosA. 

On  a  donc  AB'C  =  S.cos^A. 

d'où  S'  =  S[i  —  cos*A  —  cos-B  —  cos-Gj 

(1)  S'  =  2S.c0sA.c0sB.e0sG. 

II.  Calcul  du  triangle   S".  —  On  a 

AA'  1=  2RsinBsinG 
AH  =  2RcosA 
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angle  AHB  =  i8o  -  C, 

triangle 

HA'B"  =  2R\cjsA  +  siuBsiuCj  [cosB  +  sinAsiuC]siuC. 

Eq  additioanant  les  trois  Iriangles  analogues,  ou  a 
S"  =  2R^rI'X)sAcosBsinG-}-2;(cosAsinAsin'^B+eosAsinAsin*C) 

+sinAsinBsinG(sin''A+sin2B+sin^G) 
Or,  on  trouve  aisément 

ScosAeosBsinC  ~  siuAsiuBsinC, 
ScosAsiu  A(siu2B  +  sia^C)  —  3  sinAsinBsinG, 
et  sin  AsinBsinG(sin''A-h  sin^B  +  sin'^G) 

—  2siuAsinBsinG(i+co?AcosBcosG), 
(l'ou         S"  =  4R^sinAsiuBsinC(3  +  cosAcosBcosGj, 

(2)  S"  =  S(6  +  2cosAcosBcosG). 
III.  Calcul  de  S'". 

S'"  =  4S  -  GA'"B  "  -  BA'"G"'  -  AB'G'". 
Or 

GA"'B"'  =  —  sin  3G  =     ^^}^  ^     5(3  _  ^gin'-'Gj, 
2  sinU 

donc     S'"  =  4S  -  S_ 9  -  4(sin^A  +  sin^B  +  sin'^G)] 

(3)  8'"=  S(3  4-  ScosAcosBcosG) 

Les  relations  de  M.  Barisien  sont  la  conséquence  directe 
des  formules  développées. 
Nota.  —  Autre  solution  par  M.  Davidoglou. 

QUESTIONS    PROPOSÉES 


610.  —  Soient  ATj  ,  BT^ ,  GT3  les  tangentes  en  A,  B,  G 
au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG;  Tj,  Tj,  T3  étant  les 
points  où  ces  tangentes  rencontrent  BG,GA,AB.  On  considère 
ces  tangentes  comme  positives,  si  elles  rencontrent  les  côtés 
dans  les  directions  BG,  GA,  AB;  négatives,  si  elles  les  ren- 
contrent dans  le  sens  contraire.  Montrer  qu'on  a  toujours 

I  I  I      _ 

AT7  ~^  BT^  "^   GT7  ^  °*         [Tzitzéica.) 

611.  —  Ou  considère  le  point  de  Sleiner  R  et  les  deux 
points  w.to'  de  B'-oeard,  d'un  triangle  ABG;  Ro  rencontre 
AG  en  M,  Rw'  rencontre  AB  eu  N.  Les  droites  Bw  et  Gw' 
se  rencontrent  sur  MN.  (Tzitzéica.) 


(Tzitzéica.) 
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612.  —  1"  Ou  considère  uu  triani^Ie  ABC  recfanylc  eu  /., 
les  pieds  M  et  M'  de  la  hauteur  et  de  la  symédiane  issues 
de  A;  ou  achève  I3  parallélogramme  AMM'D.  Montrer  que 
ABGD   est  uu  rectangle  (Tzilzéica.) 

613.  —  On  prolonge  la  diagonale  AC  =:  a  d'un  rectangle 
d'une  longueur  AE  —  6;  puis  on  projette  E  en  F  et  G  sur  AD 
et  AB.  Soient  d,d'  les  distances  de  A  à  BD  et  FG,  et  0  la 
distance  des  points  M  et  N,  projections  du  poiut  A  sur  BF 
et  DG.  Montrer  que  l'aire  S  du  triangle  AMN  est  donnée  par 

o  ..    ^f   -    <f' 

a  +  b 

614.  —  Résoudre  les  deux  équations 

22  2 

{axp  +  {hyyi  =  (a^  -  b^yi 

a-*       y"^  _  /a^  —  b^\^ 
â^'^  J^'  ~  Vf-  +  bV 

E.-\.  Burkien.) 

615.  —  Soient  H  le  pied  de  la  hauteur  AH  d'un  triangle, 
E  et  E'  les  points  de  contact  du  cercle  des  neuf  points  avec 
le  cercle  inscrit  et  le  cercle  ex-inscrit  situé  dans  l'angle  A. 
D  et  D'  les  points  de  contact  de  la  seconde  tangente  commune 
intérieure  à  ces  deux  cercles;  les  triangles  HDE'  et  HEE'  sont 
semblables,  et  la  droite  HG  est  la  bissectrice  commune  des 
angles  DHE'  et  EHD'.  (L.  Vautré.) 

616.  —  Les  symétriques  d'une  même  figure  Fq,  prises  respec- 
tivement par  rapport  aux  trois  côtés  d'un  triangle,  sont  trois 
figures  égales  Fj,  F^,  F3;  les  sommets  du  triangle  coïncident 
avec  les  points  doubles,  ou  centres  de  rotation  Sj,  S,,  S3  des 
trois  couples  F^  et  F3,    F,  et  F^  Fj  et  F.^. 

Réciproquement  (*),  trois  figures  égales  F,,  F.^,  F3,  situées 

(*)  Celle  réciproque  csl  couuuc.  (Voir  Nonvdles  Annales,  1882,  p.  296.) 
Dans  cel  arliclo,  Halphen  prend,  pour  point  de  départ,  ce  théorème  donne 
par  M.  Cyp?.rissos  Stéphanos  dans  le  Bulldin  de  la  Sucirlé  Philomatique 
(T  série,  lome  VI,  p.  13).  L'intérêt  de  la  question,  ici  posée,  réside  dans 
la  méthode  qui  est  indiquée  pour  arriver  à  la  proposition,  en  considérant 
celle-ci  comme  une  proposilion  réciproque. 
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d'uoe  manière  arbitraire  sur  un  plan,  coïncident  avec  les 
symétriques  d'une  même  figure  F^,  prises  respectivement 
avec  trois  droites  qui  sont  les  côtés  du  triangle  de  similitude 
S1S2S3   des  trois  figures  égales.  (G.  Tarvy.) 

617.  —  On  donne  une  circonférence  de  centre  0  et  une 
droite   A. 

D'un  point  A,  mobile  sur  A,  on  mène  les  tangentes  AB, 
AG  et  l'on  trace  la  circonférence  A'  circonscrite  à  AEG.  La 
tangente  eu  0,  à  A',  coupe  A  en  un  point  D;  de  D,  ou 
peut  m(;ner  à  A  une  autre  tangente  DI.  Quel  est  le  lieu  de  I? 

(G.  L.) 

618.  —  On  considère  un  triangle  ABG.  Sur  BG  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle  A  qui  coupe:  AB,  en  P; 
AC,  en  O.  La  polaire  A  par  rapport  à  A  coupe  le  cercle 
APQ  en  deux  points  R,  R'.  L'une  des  droites  AR,  AR',  est 
la  bautcur  correspondant  à  BG;  l'autre  est  la  médiane. 

(G.  L.) 

619.  —  On  donne  un  triangle  al)C.  On  mène  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  de  ce  triangle  dont  le  sommet  est  a; 
cette  droite  coupe  bc  au  point  /;.  On  mène  jnn  parallèlement 
à  ac  et  cm  perpendiculairement  à  ap  :  ces  deux  droites  se 
coupent  en  m.  Démontrer  que  am  est  une  médiane  du 
triangle.  (Maiinheim.) 


ERRATA 


Page  47,  ligne  16,  remplacer  le  mol  Centre  par  point  de  contact  avec    FF'. 
Page  48,  énoncé  606,  il  faut  :  le  point    D    est  le  centre  des  symédiancs  (la 
lettre  D   est  tombée  à  l'impression). 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DBS  CHEMINS  DE  FER. 
IMPRIMERIE  CHAIX,  RIE  BERGERE,  20.  PARIS.  —  367/i-2-9S. 
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QUESTIONS   D'ENSEIGNEMENT 

Par  M°"  V'  1''.  Prime. 
{Suite,  voir  [a,:^e  49.) 


B.  Démonstration  de  la  formule 

COS  (a  -+■  fi)  i^  cos  a  COS  [3  —  SVI  a  siil  fi  . 
Observons  que  l'on  a 
(1)  cos  a  —  cos  a  ^  o, 

et 

(•2)  sin  a  —  sin  a  i^  o, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  a. 
Or  ces  i  !entités  sont  é({uivaleutes  aux  suivantes 

(1)  Sio  a, cos  ■+-  cos  a  +  cos  a. COS  t:  :^  O, 

2 

(2')  sina.cosf h- j  +  COS  la  +  -  j  +  COS  a. COS  (tc  4-  -j:=o; 

ou  encore  à 

:i 

(1")  Vr,  cosai=:o, 

1 

3 

(2")  2  /-.cos  (a,  +  ^^  :-  o  , 

I 
si  r,  =  siu  X ,         r.^  =  i  ,         r^  —  cos  a , 

3r: 
«1  =  —  '  a,  =  a  ,  as  ==  -  . 

2 

Le  théorème  de  Laisant  est  donc  applicable  à  ces  identités 
et  l'on  a,  pour  toute  valeur  de   p, 

sin  a .  cos   (  —    +  M  +  cos  (a  +  p)  +  COS  a .  COS  (tt  +  p)  =  O  , 
d'où  COS  (a  -1-  p)  —  cos  et  COS  p  —  sin  a. sin  p  . 

G.  Application  de  la  théorie  des  projections  à  la  géoinétrie  analy- 
tique à  deux  dimensions. 

1.  —  Les  coordonnées  cartésiennes  du  point  M  dans  les 
axes  x^  x,  y,  y,  d'angle  0  ,  sont,  par  définition,  les  projec- 
tions d'angle    0   du  vecteur  OM   sur  ces  deux  axes. 

L'angle   a   que  la  direction  OM   fait  avec  Xi  x  a  été  défini 
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précédemment;  l'angle  p   que   la  même  direction  fait  avec 
y^y  est  défini  par  la  formule 

a  +  p  =  6  4-  2A-7r. 
C'est  l'angle  dont  OM  doit  tourner  autour  de  0,  de  droite 
à  gauche,  pour  coïncider  avec  y^y . 

2.  —  Si  OM  —  I  ,  les  coordonnées  de  M  sont  les  coeftî- 
cients  directeurs  de  la  direction   OM  ;    en  les  appelant    X,  jj., 

on  a 

sin  (0  —  a)  sin  a 

A  =  : et  u.  ^  — —  • 

sin  6  sin  6 

Il  en  résulte  que 

(1)  X^  +  [x^  +   2Xa  COS  6=1. 

3.  -  -  Prenons  sur  l'axe  OM  le  vecteur  ON  =  r  et  multi- 
plions les  deux  membres  de  (1)  par    r^  ;    il  vient  ainsi 

{If-y  -+-  {uJ'Y  4-  2(Àr).(,ur)  cos  6  =  r^ 
Mais,  si   x    et  y   sont  les  coordonnées  de    N,    on  a 

X  =  h'  ,  y  =  ijr , 

d'où  r^  —  x^  +  y^  +  2xy  cos  6 . 

Cette  formule  est  celle  qui  donne  la  distance  d'un  point  à 
l'origine. 

4.  —  Si  [Xy.yy),  (x^.y^)  sont  les  coordonnées  des  points 
Aj,  Aj,  le  contour  OA^AjO  projeté  sur  les  axes  conduit  aux 
deux  identités 

et  {^iK)y  =  y2  -  Vi- 

5.  —  Considérons,  sur  la  droite  AjA^  ,  un  troisième  point 
Aj  de  coordonnées  x^,  y^  et  ayant  attribué  un  sens  à  la 
droite  AjA^ ,  désignons,  par  l,  [j.,  ses  coefficients  directeurs, 
par  /'i  le  vecteur  A^Ag  et  par  7\  le  vecteur  ÀgÀj .  La  posi- 
tion du  point  A3   sur  l'axe  AjA^  est  alors  entièrement  déler- 

minée  par  la  valeur  k    du  rapport  —  •  Déterminons  les  coor- 

données  de  A^  en  fonction  de  k 

On  a  A-  ^"^  =^^  =  ^  =^^^1^, 

y'j        A?'^        v'îj-"'        ^2  —  ^3 
d'oïl 

(2)  -.  =  ^7^*- 
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On  trouverait  de  même 

(■'>  y-  =  '-TTT- 

(i.  Remarque.  —  La  démonstration  précédente  suppose 
X  ;i  o  ;  si  X  =  o  ,  A.1A2  est  parallèle  à  ?/,.y  ,  x^  .-  x.^  —  x^ 
et  la  formule  (1)  est  évidente. 

7.  RoUUion  des  axes  autour  de  l'origine.  —  Soient  OX,  OY 
les  nouveaux  axes  définis  par  les  angles  Xj,  7.^  qu'ils  font 
avec  OX  .   Posons 


sin 

(O' 

- 

^1) 

sin 

sin 
(0 

0 

y-i) 

sin  ai 
sin  0 
sin  a. 


sin  0  '  sin  0 

et  soient  X  =  OP  ,  Y  =  PM  les  coordonnées  d'un  point 
M  dans  les  nouveaux  axes,  x,  y  les  coordonnées  dun  même 
point  dans  les  anciens  axes. 

On  a,  eu  projetant  parallèlement  à  l'ancien  axe  des   y, 

^  (ÔM).  =jÔF),  +  (PM),. 

Mais  (OM).,  =  X  ,        (OP)x  =  a,X  ,         (pM),  =  A,Y 
donc  X  —  À.X  H-  AjY  , 

et  y  =  [J.JL  +  fAjY . 

8.  Equation  de  la  ligne  droite.  —  Sachant  qu'une  transfor- 
mation de  coordonnées  cartésiennes  n'altère  pas  le  degré  d'une 
équation  algébrique,  on  démontre  facilemont  que  toute  ligue 
droite  peut  être  repr3sentée  par  une  équation  du  premier 
degré.  Mais  les  démonstrations  du  théorème  réciproque  sont 
généralement  assez  longues;  je  crois  que  la  suivarte  est  la 
plus  simple  qu'il  soit  possible  de  proposer. 

Soit  Ax  -\-  By  +  C  —  o 

l'équation  considérée.  Nous  pouvons  y  supposer  lescoefficients 
A,  B  différents  de  zéro:  car  si  l'un  d'eux  était  nul,  l'équation 
représenterait  évidemment  une  parallèle  à  l'un  des  axes  coor- 
donnés et  si  tous  deux  étaient  nuls,  l'équation  serait  impos- 
sible ou  indéterminée,  selon  les  valeurs  données  à   G  , 

Donnons  à  x  les  deux  valeurs  arbitraires  .i\,  x.^  et  soient 
i/i,  2/2  les  valeurs  correspondantes  de  y  fournies  par  (1).  Ces 


7t) 
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valeurs  des  y  sont  finies,  déterminées  et  distinctes  en  vtsrtu 
d'.s  hypothèses  fditessur  A  et  B .  Les  deux  points  At(x,,?/i), 
AjfXj,  î/2)  appartiennent  donc  au  lieu  de  l'équation  (1). 

Prenons  un  point  quelconque  A3(j:"3,  ^3)  surladroite  Ajâj 
et  désignons  par  k  le  rapport  suivant  lequel  il  partage  le 
segment  A^A.^  ;  nous  avons 

j-,  +  kx,  iji  -^  l.y.^ 


Vs  = 


k 


i  +  k 
d'où  Aa;3  +  B//3  +  G  =:  o. 

Tous  les  points  de  AjAj  appartiennent  donc  au  lieu  défini 
par  l'équation  (1).  D'autre  part,  un  point  non  situé  sur  AjA.^ 
ne  peut  pas  appartenir  au  lieu,  sinon  l'équation  (1)  qui  est  de 
premier  degré  en  y,  devrait,  pour  une  seule  valeur  de  x, 
donner  deux  valeurs  de  y ,   (te  qui  est  impossible. 

D.  Les  p'ojections  dans  l'espace. 

1.  Dans  l'espace,  les  projections  sur  un  axe  se  font  par  des 
plans  parallèles  à  un  plan  donné.  Tous  les  théorèmes  démon- 
trés au  §  A  sont  applicables  à  ces  projections,  à  l'exception 
des  n°^  12  et  14. 

2.  Comme   application,    proposons-nous   de   démontrer  la 

formule  fondamentale  de  la  tri- 
gonométrie sphérique. 

Soit  0  le  centre  de  sphère  de 
rayon  égal  à  l'unité  sur  laquelle 
est  tracé  le  triangle  sphérique 
ABC.  Construisons,  au  point  0, 
l'angle  plan  FOG  de  dièdre  A 
et  prenons  OF,  OG,  OA,  OB,  OC 

comme  axes  positifs.  Les  coordonnées  de  point  C   dans  les 

axes  OA,  OG   sont 

OE  =  cos  b,  EC  =  sin  b  ; 

ou  a  de  même  

OD  =  cos  c,  DU  —  sin  c. 

On  a  'ÔB ',:  =  ;ÔD)oc  -+-  {M)„,. 

Mais  si  les  projections  sont  orthogonales  : 
(OB)oc=co-a,     (ÔD)ûc— cosc.cos^,     (DB)oc=sinc.cos(OÎ\OC); 
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d'où  cosa  =  cosft.cosc  -i-  sinc.cosf  OF,OC). 

D'autre  part,      (Ôc)op  =  (ÔË)or  +  (Ëc)oFr 
or  (Ûc)op  =  cos(o1j7ÙF  )  =  cos(OF7oC), 

(ÔE)oF  r=  0     et     (ËC)oF  =  sin  &.  cos  (OgToF  )  =  sin  6  cos  A. 
On  a  donc  enfin 

cosrt  =  cosô.cosc  -r-  sin  ô.siu  c.cos  A. 

(A  suivre.) 


RECTIFICATION  APPROCHEE  DU  CERCLE 


Par  M.  II.  d'Ocagne. 


Dans  une  communication  présentée  récemment  à  la  Société 
mathématique  de  France,  M.  Bioche,  observant  que 

v/2  -+-  v/3  =  3,1463  =^  71  4-  0,0047, 
en  déduisait  un  procédé  approché  de  rectification  du  cercle 
consislant_  à    construire    géométriquement 
v/2   et    \/3   et  à  ajouter  les  segments  ainsi 
obtenus. 

Je  ferai  observer  ici  qu'il  est  très  facile  de 
construire  directement  v/2  +  v/3  . 

Dans  le  cercle  ABA'  dont  le  rayon  est  pris 
pour  iinilé,  tirons  le  rayon  OB  à  45°  sur 
OA'.  La  parallèle  à  OA',  menée  par  B,  coupe 
la  tangente  en  A'  au  point  C  .  La  bissectrice  , 
de  l'angle  COA  coupe  la  tangente  en  A 
au  point    D,    tel  que    AD    —    \/ z    +    \/2>. 

Autrement  dit,  au  degré  d'approximation 
indiqué,  le  segment  de  droite   AD   a  même  longueur  que  la  demi- 
cir conférence   ABA'. 

La  démonstration  est  des  plus  faciles.  On  a 

A  OC  h 

tgAOD  =*g-y-  =  \/ ■ 


Or,      cos  AOC 


cos  A'OC  =  — 


I  —  cos  A»  )C 
I  +  cos  AuC 
I 


v/  I  -4-  tg*  A'OC 
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Maib,  d'après  la  construction 

tgA'OG  =  -;=. 


Doue  cos  At)C  — 


et  t^  AOD 


ou,  en  multipliant  haut  et  bas  par  y  v/3  ■+  \i i, 
tg  AOD  =  v/3  -i-  v/2, 

C.    Q.    F.    D. 

APPLICATION  DE  LA  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

A   LA    RÉSOLUTION    DES   EQUATIONS 
par  E.-K.  Barisien. 


Soit  à  résoudre  le  système  de  deux  équations  (*) 

(1)  xij  =  a\ 

(2)  (x'^  +  y^'f  =  4a'' {X'  -  if). 

Si  l'on  cherche  à  résoudre  directement  ces  équations,  ou 
aboutit  à  une  équation  du  8"^  degré  en  x  qui,  étant  bicarrée, 
l)eut  se  ramoner  à  une  équation  du  4''  degré  :  mais  la  résolution 
de  celle-ci  olï're  des  ditîicultés. 

Posons  X  =  Ç)  cos  0  ,  y  —  p  sin  0  (effectuant  ainsi  la 
transformation  du  système  cartésien,  dans  le  système  des 
coordonnées  polaires),  nous  avons 

^  '         sm  2O 

(4)  'J  —  4«'^  cos  2O, 

(*)  Ou  voit  que  ^1)  représente  uuc  byperbolc  équilatère  cl  (2)  une 
lemniscale  de  IJeinoulli. 
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et,  par  conséqnenl, 

2  sin  2Ô  eos  26  =  i, 
sin  4Ô  =  I, 

Prenons  la  solution  6  =  —  » 

o 

et  alors  p  =  —     "      =  a\  z\/ z- 


Nous  avons  donc 


v/' 


I    4-  COS    — 


ac  =  p  COS  6  =  a  y  2/2-   cos  -  =  ay  2v/2.\/   -^ 

ou  bien  x  =  asjyi  +  i. 

Les  courbes  (3)  et  (4)  étant  tangentes,  il  en  résulte  que  les 
huit  valeurs  de  x  de  l'équation  formée  par  l'élimination  de 
\j  entre  (1)  et  (2),  sont  composées  des  quatre  racines  doubles 

Xy  =  a  Vv/2  +  1,  Xg  =  a  V  —  (\/2  —  i), 


x^=—a\\/2-hi,  «t  =  —  a  V  —  (y/a  —  0- 

Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont 

yi  =  a  \l\/~2  -  I,  y,  =  a\J-  (y/a  +  i)^ 

y,  =  -  a  VV2  -  I,  «/i  =  -  ^  V  -  (\/2  +  t). 

SUR  LE  DEPLACEMENT 

DES     FIGURES      SEMBLABLES 
Par  M.  ii.  Tarry. 


Théorème.  —  Deux  figures  directement  ou  inversement  sem- 
blables, qui  ne  sont  pas  homothétiques,  ont  toujours  une  droite 
double  sur  laquelle  les  divisions  semblables  formées  par  les  points 
homologues  des  deux  figures  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires, 
suivant  que  ces  figures  sont  directement  ou  inversement  semblables. 

Pour  éliminer  tout  cas  particulier,  nous  considérons 
comme  homothétiques  tleux  figures  directement  égales  qui 
peuvent  être  mises  en  coïncidence  par  un  mouvement  de  trans- 
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lation  parallèle  et  deux  figures  inversement  égales  qui  son 
symétriques  par  rapport  à  un  plan. 

Soient  F,  F'  deux  figures  semblables  et  p,  p  deux  points 
homologues  dans  ces  figures.  Construisons  la  figure  F" 
directement  égale  à  la  figure  F^  directement  ou  inversement 
homothétique  à  la  figure  F',  suivant  que  les  figures  F  et  F' 
sont  directement  ou  inversement  semblables,  et  telle  que  le 
point  p,  considéré  dans  la  figure  F',  ait  pour  homologue 
le  point  p'   dans  la  figure   F'. 

Les  figures  directement  égales  F"  et  F,  qui  ont  un  point 
double  p,  peuvent  être  amenées  en  coïncidence  par  une  rota- 
tion autour  d'un  axe  qui  passe  par  p,  et  tous  les  points  de 
cet  axe  sont  des  points  doubles  des  figures   F"  et  F. 

Considérons  dans  la  figure  F"  des  droites  a",  b",  c",... 
parallèles  à  cet  axe.  Ces  parallèles  ont  pour  homologues,  dans 
les  figures  F  et  F',  les  droites  a,  6,  c, . . .  et  a',  h'.c' . . .,  toutes 
parallèles  à  cet  axe.  Les  projections  de  ces  droites  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  leur  direction  déterminent  trois  figures 
A"B"G',  ABC,  A'B'C.  Les  figures  A"B"C"  et  ABC  sont  direc- 
tement égales  et  ont  un  centre  de  rotation;  les  figures  A"B"C" 
et  A'B'C  sont  homothétiques.  Par  sui'e,  les  figures  ABC  ft 
A'B'C  sont  directement  semblables  et  onL  un  point  double  X, 
appelé  centre  de  similitude.  On  voit  aisément  que  la  perpendi- 
culaire X,  menée  à  ce  plan  par  le  point  double  X,  est  une 
droite  double  des  figures  semblables  F  et  F'.  La  droite  double 
disparaît  à  l'infini  dans  le  cas  seulementoîi  les  triangles  ABC, 
A'B'C  sont  égaux  et  ont  leurs  côtés  parallèles  de  même  sens. 

Les  divisions  formées  par  les  points  homologues  sur  des 
droites  homologues  parallèles  à  la  droite  double,  que  j'appel- 
lerai axe  de  similitude,  sont  égales  et  de  même  sens  dans  les 
figures  F"  et  F,  semblables  dans  les  figures  F"  et  F'  et  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires,  suivant  que  les  figures  F" 
et  F'  sont  directement  ou  inversement  homothétiques.  Par 
conséquent,  les  divisions  semblables  formées  sur  l'axe  de  simi- 
litude par  les  points  homologues  des  figures  F  et  F'  sont  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires,  suivant  que  ces  deux  figures 
sont  directement  ou  inversement  semblable?. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 
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Si  les  deux  figures  F  et  F'  sont  semblables,  sans  être 
égales,  leur  droite  double  ne  peut  être  à  l'infini,  et  les  deux 
divisions  homologues  marquées  sur  leur  axe  de  similitude 
ont  toujours  un  point  double.  Le  plan  mené  par  ce  point 
double  perpendiculairement  à  l'axe  de  similitude  est  évidem- 
ment un  plan  double.  On  a  donc  le  théorème  suivant,  qui  a 
été  démontré  autrement  par  M.  Dorlet  (/.  E.,  1894,  p.  241). 

Deux  figures  directement  ou  inversement  semblables  ont  toujours 
un  plan  double,  une  droite  double  (axe  de  similitude)  perpendicu- 
laire au  plan  double,  el  un  point  double  qui  est  le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire. Par  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  de 
similitude  on  peut  placer  les  deux  figures  semblables  de  manière  à 
être  homot  hé  tiques. 

Si  les  deux  figures  sont  inversement  égales,  leur  droite 
droite  double  peut  disparaître  à  l'infini.  Nous  distinguerons 
quatre  cas  : 

1"  Les  plans  perpendiculaires  aux  milieux  des  droites  qui 
joignent  les  couples  de  points  homologues  ont  eu  commun 
un  point  unique   X  . 

Les  deux  figures  inversement  égales  ont  un  point  double 
X ,  une  droite  double  et  un  plan  double.  Par  une  rotation 
autour  de  la  droite  double,  on  peut  rendre  les  deux  figures 
symétriques,  soit  par  rapport  au  point  X  ,  soit  par  rapport 
au  plan  double. 

2°  Les  plans  perpendiculaires  passent  parune  même  droite  x. 

Les  deux  figures  ont  une  droite  double  x,  dont  tous  les 
points  sont  des  points  doubles. 

Tous  les  plans  perpendiculaires  à  la  droite  double  sont  des 
plans  doubles,  qui  coupent  les  figures  considérées  suivant 
deux  figures  planes  symétriques. 

On  conclut  de  là  que  les  deux  figures  données  sont  symé- 
triques par  rapport  à  un  plan,  et  l'on  rentre  dans  le  cas  sui- 
vant. 

3°  Les  plans  perpendiculaires  se  confondent  en  un  seul. 
Les  deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  plan, 
et  par  une  rotation  de  i8o°  autour  d'une  droite  perpendicu- 
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laire  au  plan  de  symétrie  on  place  les  deux  figures  symétri- 
quement par  rapport  au  pied  de  la  perpendiculaire. 

4°  Les  plans  perpendiculaires  n'ont  aucun  point  commun. 

Les  deux  figures  ont  encore  un  i)lan  double  qui  les  coupe 
suivant  deux  figures  égales  dont  les  côtés  homologues  sont 
parallèles  de  même  sens.  On  peut,  par  une  IraLslalion  paral- 
lèle, rendre  le-?  deux  figures  symétriques  par  rapport  au 
plan  double,  et  par  une  rotation  de  i8o°  autour  d'une  perpen- 
diculaire quelconque  au  plan  double,  les  placer  en  symétrie 
par  rapport  à  un  point;  ce  point,  situé  dans  le  plan  double, 
ne  peut  coïncider  avec  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

En  résumé  :  Deux  figures  inversement  égales  peuvent  toujours 
êlre  placées  en  position  symétrique  par  rapport  à  un  plan  ou  un 
point,  soit  par  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  soit 
par  un  mouvement  de  translation  parallèle. 

Enfin,  considérons  le  cas  où  les  deux  figures  sont  directe- 
ment égales.  Ces  figures  ont  toujours  une  droite  double,  si 
elles  ne  peuvent  être  mises  en  coïncidence  par  un  mouvement 
de  translation  parallèle.  Les  divisions  égales  déterminées  sur 
la  droite  double  par  les  points  correspondants  sont  de  même 
sens.  Communiquons  à  Tune  de  ces  figures  un  mouvement 
de  translation  parallèle  à  la  droite  double,  de  façon  qu'un  de 
ses  points  situés  sur  cette  droite  vienne  coïncider  avec  son 
correspondant  dans  l'autre  figure.  Dans  cette  position,  les 
deux  figures  ont  en  commun,  point  par  point,  la  droite 
double,  et  par  une  rotation  autour  de  cette  droite  l'une  des 
figures  peut  être  amenée  eu  coïncidence  avec  l'autre.  Il  est 
permis  d'effectuer  ces  deux  mouvements  simultanément  et 
uniformément.  D'où  il  résulte  que 

Tout  changement  de  position  d'un  système  invariable  peut  être 
obtenu  par  un  mouvement  hélicoïdal  autour  d'une  certaine  droite 
fixe. 

M.    Poulain  a   fait  ressortir  le  défaut  de  rigueur   de   la 

démonstration   classique,  qui    établit  l'existence   du    point 

double  (centre  de  similitude)  de  deux  figures  directement 

semblables  situées  dans  un  même  plan  (J.  S.  1891,  p.  193). 

Nous  compléterons  la  partie  de  cette  note  relative  aux  axes 
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de  similitude  en  indiquant  une  construction  plus  rationnelle 
du  centre  de  similitude. 

Soient  AB,  A'B'  deux  segments  homologues  et  X  le  centre 
de  similitude  cherché. 

On  connaît  le  rapport  des  deux  segments  XA  et  XA',  égal 
au  rapport  des  deux  segments  homologues  AB  et  A'B',  et 
l'angle  des  semi-droites  XA  et  XA',  égal  à  l'angle  formé  par 
les  semi-droites  AB  et  A'B'.  Le  problème  est  donc  ramené  à 
construire  un  triangle  AXA'  de  similitude  donnée,  connais- 
sant l'un  de  ses  côtés  AA'. 

Il  résulte  de  celte  construction  que  les  perpendiculaires 
élevées  aux  milieux  de  deux  segments  égaux  AB  et  A'B'  se 
coupent  en  un  point  X  tel  que  les  deux  triangles  XAB  et 
XA'B'  soient  directement  éiiaux,  et  non  inversement  éoraux. 


LE  THÉORÈME  DE  FEUERBAGH 

par  M.  li.  Vautré. 


Considérons  le  triangle  ABC.  Soient  a  et  a'  les  points  de 
contact  de  BG  avec  le  cercle  inscrit  I  et  le  cercle  ex-inscrit 
r,  H    le  pied  de  la  hauteur,   M    le  milieu  de    BG.   Menons 


la  tangente  commune    DD',   puis  les  sécantes    MDE,  ME'D', 

les  tangentes    ET  et  ET',    enfin   V'MV,    parallèle  à   DD'   et 

par  conséquent  antiparallèle  à    BG   par  rapport  à  l'angle  A. 

Les  droites    DD'  et    aa'    se  coupent  en    F    sur  la  bissée- 


84         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

trice  Air,  et  la  division  harmonique  AFIF  se  projette  sui- 
vant une  division  harmonique  HFaa'.  On  sait  d'ailleurs  que 
M    est  le  milieu  du  segment  aa'.    Donc 

MH.MF  ::=  Ma'  =  MD.ME. 

Il  en  résulte  que  le  quadrilatère  HFDE  est  inscriptible. 
Par  conséquent; 

__MHE  =  FmT, 

d'où  MHE  =  DMV,         et        MHÈ  =  DET 

Ces  deux  relations  prouvent  ;  1°  que  le  cercle  A  qui,  pas- 
sant aux  points  H  et  M,  admet  pour  tangente  MV  (autrement 
dit  le  cercle  des  neuf  points),  passe  au  point  E;  2°  que  ce 
cercle  A  est  taûgent  à  la  droite  ET,  et  par  conséquent  au 
cercle   I. 

On  prouverait  de  même  qae  les  cercles  A  et  I'  se  touchent 
au  point  E'. 

EXERCICES   DIVERS 

ParAng.  Boutin 


376.  —  Trouver  sept  triangulaires  consécutifs  dont  la  somme 

soit  un  triangulaire. 

On  est  amené  à  réscmdre  en  nombres  entiers  : 

z^  —  72/^=  io6. 
Cette  équation  a  une  infinité  de  solutions,  il  en  est  donc  de  même  de 
la  question  proposée;  toutes  les  solutions  sont  données  par  les  suites  : 
y  ^    I,  i3,    63,  243,  I  oo5,    3  873,  . . . 
5  =  i3,  41,  167,  643,  2  65q,  10  247,  . . . 

Sn=   l63„_2-S„_j 

X  étant  le  plus  petit  des  triangulaires  cherchés,  on  a  :   2x  =  y  —  7,   et 
toutes  les  solutions  sont  fournies  par  la  suite  : 

X  =  4,  28,  1 18,  499,  I  933,  . . . 

377.  —  On  ne  saurait  trouver  n   triangulaires  consécutifs  dont 
la  somme  soit  un  carré,    n   ayant  une  des  valeurs  suivantes  : 

5,  6,  7,  8,  9,  10,  12,  14,  i5,  16,  17,  18,  19,  20,  21. 

378.  —  Trouver  trois  triangulaires  comécutifs  dont  la  somme 
soit  un  carré. 

Ce  problème  conduit  à  l'équation 

Sr-  —  5  =  3r\ 
Voir  J.  M.  E.,  1894,  Ex.  332)   qu'il  faut  résoudre  en  nombres  entiers. 
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X  étant  le  rang  du  plus  petit  des  triangulaires  considérés,  on  a  toutes 
les  solutions  par  la  suite  : 

a",  ^  5,  0:2=14,  a^j  =  63,  x^=zi52, 


^    (5*2H-l-a'2»-2+  3)' 


379.  —  Trouver  quatre  triangulaires  consécutifs  dont  la  somme 
soit  un  carré. 

On  est  amené  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  bien  connue  : 

X  étant  le  rang  du  plus  petit  des  triangulaires  considérés,  on  a  toutes 
les  solutions  par  les  formules  : 

x=y  -2, 

œ,  =  5,  OTj  =  39,  ...  X^=z  6^n-l  ~  ^n-2  +  ^• 

380.  —  Trouver  onze  triangulaires  consécutifs  dont  la  somme 
soit  un  carré. 

On  est  amené  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  : 
22/1;^  —  3g  =z  y^ 
qui  a  une  infinité  de  solutions;  il  en  est  donc  de  même  du  problème 
proposé. 

2X  =z  y  —  II. 

Les  premières  valeurs  de  x  sont  : 

13.46. 22g.  . . . 
X  étant  le  rang  du  plus  petit  des  triangulaires  clierchés. 

381.  —  Trouver  13  triangulaires  consécutifs  dont  la  somme  soit 

un  carré. 

L'équation  est  alors  y-  4-  55  =  26/^^ 

qui  admet  une  infinité  de  solutions  entières.  Si  x  est  le  rang  du  plus 
petit  des  triangulaires  considérés,  on  a  : 

2x  =  y  —  i3. 
Les  premières  valeurs  de  x  sont  : 

3.29.75.998.3  624 

382.  —  Trouver  22  triangulaires  consécutifs  dont  la  somme 

soit  un  carré. 

Il  faut  résoudre,  eu  nombres  entiers,  l'équation  : 

y'^  -\~  10  z=z  iik^. 
Toutes  les  solutions  sont  données  par  la  suite  : 

2/0  =  1,    !/i  =  2  3,    ^2  =  4'^,    2/3  =  461,    2/4=859 

l/„  =  202/„_,  -  î/„_i^ 

X  étant  le  rang  du  plus  petit  des  triangulaires  considérés. 

X  =  2y  —  II. 
On  a  donc 

a;,  =  35,      0^2  =  75,      X3  =  9ii,      354  =  1707..... 
a;„  =  2oa;„_2  -a;„_j  +198. 
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383.  —  Trouver  23  triangulaires  successifs  dont  la  somme 
soit  un  carré. 

On  est  amené  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  : 

46A;2  —  7  =  2/% 
qui  a  une  infinité'  de  solutions.  Si  x  est  le  rang  du  plus  petit  des  trian- 
gulaires considérés, 

2X  =  by  —  23. 
Les  premières  valeurs  de  x    sont  : 

55.7856.3  293081 


BAGCAL.\UREA.TS 


Académie  de  Montpellier. 

I.  —  On  donne  le  côté  a  d'un  triangle,  l'angle  opposé  A.  et  la  mé- 
diane m  relative  à  ce  côté.  Calculer  les  deux  autres  côtés.  Discussion. 

II.  —  Trouver  tous  les  arcs  x    qui  satisfont  à  l'équation  : 

7 

tg  X  +  COS  X  =  ——,  • 

253 
I.  —  Étant  donné  un  point   A    et  une  droite    XY,   déterminer   un 
triangle  ABC,    sachant  que  le  côté  BG  est  sur  XY  et  a  une  longueur 
donnée  2«,  et  que  la  somme   AB  +  AG  des  deux  autres  côtés  est  égale 
à  une  quantité  donnée  S. 
IL  —  Étudier  les  variations  de  la  fraction  : 
Zx^  -\~  X  —  2 
x^  —  4a;  +  3 

III.  —  Résoudre  le  système  d'équations  : 

tg  a;  +  tg  y  =  a,  cos  x  +  cos  y  ^=b. 

Discuter  le  problème  (*). 

Académie  de  Nancy. 

Questions  à  choisir.  —  (a)  Démontrer  que  chaque  face  d'un  trièdre  est 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

(b)  Démontrer  que  si  l'on  prolonge  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  quel- 
conque au  delà  de  son  sommet,  on  forme  un  nouvel  angle  trièdre  qui  ne 
peut  lui  être  superposé  bien  qu'il  soit  composé  des  mêmes  éléments. 

(c)  Démontrer  que  la  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe 
est  moindre  que  quatre  angles  droits. 

F'roblcmc.  —  On  donne  le  rayon  de  base  a  et  la  hauteur  h  d'un  cône 
circulaire  droit.  Calculer  le  rayon  x  et  la  hauteur  y  d'un  cylindre  ABCD 
inscrit  dans  ce  cône  et  tel  que  &a  surface  totale  soit  égale  à  celle  d'une 
sphère  de  rayon  a.  a  étant  donné,  comment  doit  être  choisi  h  pour  que 
le  problème  soit  possible.  Discuter. 

(*)  J'insérerai  bien  volontiero  la  solution  de  ce  problème,  qui  me  paraît 
fort  difficile,  si  quelque  correspondant  veut  bien  me  l'adresser.     G.  L. 
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Académie  de  Poitiers. 
I.  —  1"  Condition  nécessaire  et  suâSsante  pour  qu'une  fraction  ordinaire 

irréductible  -  puisse  être  convertie  exactement  en  fraction  de'cimale. 

2°  Par  le  foyer  d'une  parabole,  on  mène  une  droite  inclinée  d'un  angle  a 
sur  l'axe  de  la  courbe  et  rencontrant  celle-ci  en  deux  points  MM'. 
Connaissant  la  distance  p  du  foyer  à  la  directrice,  on  demande  de  déter- 
miner :  1°  la  hauteur  au-dessus  de  l'axe  des  points  de  rencontre  des  tan- 
gentes en  M  et  M'  avec  la  directrice;  1°  les  dislances  au  foyer  des  points 
de  rencontre  de  ces  tangentes  avec  l'axe  de  la  courbe. 

Queslionn  à  choisir.  II.  —  (aj  Équilibre  de  la  poulie  mobile. 

(bj.  —  Couple.  Composition  des  couples. 

(c).  —  Equilibre  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  axe  fixe. 

Problème.  —  Inscrire  dans  une  demi-circonférence  un  trapèze  de  péri 
mètre  donné.  Discussion. 

III.  —  Une  demi-circonférence  étant  partagée  en  cinq  parties  égales,  on 
demande  de  calculer,  en  fonction  du  rayon  R,  les  cordes  qui  sous-tendent 
les  arcs  égaux  à  une,  deux,  trois  et  quatre  divisions.  Relation  de  ces  cordes 
entre  elles. 

IV.  —  Résoudre  l'équation  : 

tea;  —  cosx  =  — •  Valeur  de  x  pour   m  ■= -» 

1)1  2 

Académie  de  Rennes. 

I.  —  1°  Plans  perpendiculaires.  Définition. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  plans 
soient  perpendiculaires  est  que  l'un  d'eux  contienne  une  perpendiculaire 
à  l'autre. 

Conséquence  relative  à  l'intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  à 
un  troisième. 

2»  On  donne  trois  droites  OA,  OB,  OC,  faisant  entre  elles  les  angles 
AOC  =:  a,  BOC  =  p  et  un  point  C  a  la  distance  OC  =  a  du  point  O. 
Mener  par  ce  point  une  droite  CBA  telle  que  l'on  ait  CB  X  CA  =  CO*. 
Valeur  de  l'angle  AGO  =  x,  Oa  formera  les  expressions  des  longueurs 
CB  et  GA   en  fonction  de   x  et  des  données. 

IL—  1°  Résolution  de  l'équation  a  sinx  +  b  cosx  =  c.  Nombre  et 
condition  de  réalité  des  racines. 

2°  On  donne  une  circonférence  O  de  rayon  /•,  un  poiat  A  dont  a 
est  la  distance  au  centre,  une  perpendiculaire  BB'  à  OA  dont  6  est 
la  dislance  de  ce  môme  centre. 

Mener  par  A  la  droite  ANM  telle  que  le  rapport  de  AM  à  AN  soit 
le  nomi  re  donni  K.  Calculer  ces  segments  ainsi  que  les  angles  OAM 
AOM.    Limites  extrêmes  de   K  quand  a,  b,  r  restent  fixes. 

m.  _  1»  Questions  à  choisir,  (aj  Résolution  des  équations  simultanées 
ax  +  by  =  c  a'x  -\-b'y  =  c'. 

Composition  des  formules*.  Discussion. 

[bJ  Exprimer  sino;  et  cosx:  l'en  tgx;  2»  en  tg-.  Expliquer  a  jjWor 
les  nombres  de  valeurs  obtenues  dans  les  deux  cas. 
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(c)  Démontrer  la  suite  des  propositions  d'où  il  résulte  que  tout  nombre 
est  décomposable,  et  d'une  seule  manière  en  facteurs  premiers. 

2°  Problème.  On  donne  un  demi-cercle  AGB  de  diamètre  AB  =  2R. 
Comment  faut-il  mener  la  corde  BG  pour  que  dans  la  rotation  de  la  figure 
autour  de  AB  les  deux  proportions  du  demi-cercle  déterminées  par  cette 
corde  engendrent  des  volumes  équivalents? 

Académie  de  Toulouse. 

I.  —  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A.  Trouver  sur  l'hypo- 
ténuse un  point  D  tel  que  la  somme  DE  +  DF  des  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  autres  soit  égale  à  une  longueur  donnée 

Discuter  le  problème. 

II.  —  1"  Réduction  des  forces  à  deux,  dont  l'une  est  appliquée  en  un 
point  pris  à  volonté. 

2°  Déterminer  les  valeurs  maximum  et  minimum  de 
x"^  —  3a;  +  2 

a;^-f-  I 
X  variant  de  —  x  à  +  oo . 

Académie  de  Paris  (21  juillet  i89i). 

I.  —  Problème  obligatoire: 

Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  sa  surface   S  et 

la  somme     -rr-  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  tournant  successi- 
vement autour  des  deux  côtés  de  l'angle  droit. 

Trois  que&tiom  à  choisir: 

Énoncer  et  démontrer  la  propriété  fondamentale  : 

(a)  De  la  tangente  à  l'ellipse; 

(b)  De  la  tangente  à  la  parabole; 

^c)  De  la  sous-normale  de  la  parabole. 
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applications  numériques. 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAfRES 


89 


QUESTION   571 

Solution  par  M.  Davidoglou. 


Soit  F  un  ponit  ftxe  sur  une  circonférence.  On  construit  les  deux 
paraboles  tangentes  à  la  circonférence  aux  extrémités  d'un  diamètre 
et  ayant  le  point  F  comme  foyer.  Démontrer  que  leurs  directrices 
sont  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre.  Chercher  le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  lorsque  le  diamètre  varie.      (Droz-Faruy.) 

Notations  : 

T,  T',  les  tangentes  au  cercle  donné,  aux  extrémités  A  et 
B   du  diamètre   AOB. 


D  le  point  de  rencontre  des  parallèles  AD  et  BD,  aux 
axes    0,  5'   des  paraboles   D  et  D'. 

D,  et  D2  les  points  de  rencontre  de  BD  et  AF  respecti- 
vement avec  T   et  T', 
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M  l'intersection  des  directrices  A  et  A'  et  S,  S'  les  som- 
mets des  paraboles   F   et  F'. 

R  et  Ri  les  points  d'intersections  de  o  et  ô'  respective- 
ment avec    T  et   T'. 

Q  et  Qt  les  points  d'intersections  de  o  et  S'  respective- 
ment avec   A  et  A'. 

AAj,  BBi  les  perpendiculaires  sur  o  et  o'  et  c  leur 
point  d'intersection. 

1°  Il  suffit  de  montrer  que  AD  el  BD  sont  perpendicu- 
laires l'une  sur  l'autre. 

On  a,angulairement  :  FD^B  —  FAR  =  DàU^  et  de  même 
FBD;  =  DD^;   cela  entraine  ADD^  =  1),FB  =  90". 

c.  Q.  F.  D. 

2°  Prolongeons    BBi  jusqu'à  sa  rencontre  en   B^   avec  A. 

Les  triangles  FAR  et  BFR,  étant  évidemment  isoscèles,  on  a  : 

BC  =  AF  =  RF  =r  RAi  =  CB,   et  AG  =  FB  =  FR,  =  B,Qi 

=  MBj,    ce  qui  montre  que  les  triangles   MGB^  et  TBG   sont 

égaux  et,  comme   R^CM  :=  OBG  =  OCB,   la  droite  MG  passe 

par  le  centre   0   du  cercle  donné  et  l'on  a  :  OM  =  30B  =  BR. 

—  Le  lieu  cherché  est  donc  un  cercle  de  centre    0    et  de 

rayon    3R. 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Aletrop.  Nous  avons  aussi  reçu  de 
bonnes  solutions  de  MM.  Tzitzeica,  Vazou,  Barisie.x;  elles  renfermaient 
des  développements  anaWtiques  et  géométriques  très  intéressants,  mais 
dépassant  le  niveau  des  mathématiques  élémentaires. 

QUESTION  573 

Solution  par  A.  Droz-Far.ny. 


Soient  M  et  m  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse  de  centre  0.  Ou  prend  sur  la  normale  en  M  deux 
points  N  et  N'  tels  que  MX  =  MX' =  Om  et  sur  la  normale 
en  m  ,  deux  points  n  et  n'  tels  que  mn  =  mn'  =  OM.  On 
suppose  que  n,  m  sont  du  même  côté  par  rapport  au  grand  axe, 
et  que  les  points  N  e/  n  sont  aussi  placés  du  même  côté  par  rappo7't 
aux  tangentes  en  M  e^  m  On  propose  d'établir  les  propriété>i 
suivantes  : 

/°  Les  droites  Xn',  N'n  sotit  perpendiculaires  :  de  plus,  on  a 
Nu'.—  N'n  =  Mm  y'2  ; 
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2°  Les  droites  Nn',  K'u ,  el  (a  parallèle  à  La  corde  Mm,  menée 
par  0,  sont  concourantes  ; 

5"  La  somme  des  carrés  des  longueurs  Nn  et  N'n'  est  égale 
au  carré  de  la  diagonale  du  rectangle  des  axes; 

4^  L" s  droites  qui  joignent  le  point  0  au  milieu  K  de  Nu  et 
au  milieu  K'  de  N'n'  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de 
l'ellipse.  (E.-N.  Barisien.) 

La  normale  en  M  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  surlediamètre  Om 
conjugué  à  OM .  Le 
triangle  OMN  est  égal 
au  triangle  Omn,  car 
OM  —  7nn,  MN  —  Oîji 
et  angle  OMN  =  Omn. 
11  en  résulte  ON  —  On. 
Ces  triangles  étant  sem- 
blablement  disposés  et 
deux  des  côtés  du  pre- 
mier étant  respective- 
ment perpendiculaires 
sur  les  deux  côtés  cor- 
respondants du  second, 
il  eu  est  de  même  des 
troisièmes  côtés  :  donc 
ON  est  perpendiculaire 
sur  On. 

Do  l'égalité  des  triangles  OMN'  et  Omn'  ou  déduit  de 
même  que  les  côtés  ON'  et  On"  sont  égaux  et  perpendicu- 
laires l'uu  sur  l'autre.  Les  triangles  ON'n  et  ONn'  sont  doue 
aussi  égaux,  et  par  conséquent  Nn'  et  Nn'  sont  égaux  et 
perpendiculaires  Tun  sur  l'autre. 

11  eu  résulte  immédiatement  que  la  ligure    KmK'   est  un 

carré;  donc  MK"  -f-  Km'  —  Mm", 

d'où  N7i''  =  3  Mm', 

Nn'  ^  N'n  =^  Mn^2. 
2.  Soil   L   le  poiut  d'intersection  de   N;t'    et   N'n  ;    les  cir- 
coulerences   décrites  sur   Nn    et    N'n'    comme  diamètres  se 


92         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAfRES 

coupent  aux  points   0  et  L  ;    donc    OL    est  perpendiculaire 
sur  KK'   et  par  conséquent  parallèle  à   Mm. 

3.  On  a  :  'Wi^  =  2C)n^ 
et                                        NV^  =  20«^^ 

Donc     Nn^  -\-  X'/)'^  =  2(0w^4-  On^)  =  4(0?»'^  +  mn^) 
^  4iÔW  +~Oni-)  r^  4(0»  4-  b^). 

4.  Il  résulte  de  la  construction  des  axes  d'une  ellipse,  quand 
on  connaît  en  grandeur  et  direction  deux  diamètres  conju- 
gués (méthode  de  Chasles),  que  ces  droites  sont  les  bissec- 
trices de  l'angle  XOX'  ;  OK  étant  incliné  de  45°  sur  ON  ,  et 
OK'  de  46°  sur  ON',  ces  deux  droites  seront  donc  aussi  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Davidoglou  et  Vazou. 


QUESTION  575 

Solution  par  M™=  Y» F.  Prime. 


On  donne  un  triangle  et  le  cercle  qui  lui  est  inscrit.  On  mène  à 
ce  cercle  la  tangente  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  triangle,  et  la 
tangente  issue  du  milieu  de  ce  côté.  Démontrer  que  ces  tangentes 
se  coupent  sur  la  droite  qui  joint  les  points  où  le  cercle  touche  les 
deux  autres  côtés  du  triatigle.  (Mannheim.) 

Soit  Y  le  point  où  la  corde  des  contacts  PjN"  du  cercle  I  avec 

b  et  c,  coupe 
la  tangente 
B'C  parallèle  à 
BC.  Si  Z  est 
le  point  de  cou- 
tact  de  B'C, 
la  polaire  de  Y 
est  AZ  qui 
coupe  I  pour 
la  seconde  fois 
en  X.  La  po- 
laire de  X  pas- 
sant par  Y,  le 

théorème    sera    démontré    si   nous   prouvons   que    A'X    est 
tangente  à   I,   (A'   est  le  milieu  de  BOX).    Or    A    passe  par 
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le  point  de  contact  du  cercle  ex-inscrit  la  avec  BG,  lA'  est 
donc  parallèle  à  ZX  et,  par  suite,  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de   MX;    d'oii... 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Vazou,  Davidoglou,  Droz-Fah.ny. 
Joseph  Dhavernas,  élève  au  l.vcée  Michelet,  et  Alfred  Champion. 

M.  Droz-Farny  observe  que  la  droite  AZX  étant  parallèle  à  la  droite 
lA'  qui  joint  le  centre  du  cercle  inscrit  au  milieu  A'  du  côté  BG 
passe  par  le  point  de  Nagel  du  triangle.  Les  trois  points  tels  que  Y  appar- 
tiennent donc  à  une  droite,  polaire  du  point  de  Nagel  par  rapport  au  cercle 
inscrit.  M.  Aletrop  a  généralisé  la  question  en  remplaçant  le  cercle  par 
une  conique  quelconque. 


QUESTION  577 

Solution  par  M.  Goye.ns. 


On  donne  deux  points    k  et  B   sur  les  côtés  d'un  angle   0    et 

l'on  prend  sur  OA,  OB  des  points  A',  B'  tels  que  l'on  ait  toujou?'s 

AA' 

BB'^^' 

Lieu  du  point   I   qui  divise  le  segment  A' 13'   dans  un  rapport 

donné  m.  (Verrière.) 

MA 
Soient  M  le  point  de  AB  tel  que  —r^  —  m,   I    le  point  de 


A'B'   tel  que 


lA' 

IB' 


m.     Construisons  les  parallélogrammes 


MBB'K,  MAA'S.   Menons  IK  et  IS.    On  aura 
MA  _  SA'  _  Al  _ 
MB  ~  FK  "■  BÏ  ~  '"' 

Les  deux  triangles  IB'K,  ISA'  sont  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  (KB'I  —  SA'I)  compris  entre  deux  côtés 
homologues  pro- 
portionnels, donc 
Kl  et  IS  sont  en 
ligne  droite. 

Le      triangle 
MKS    reste  sem- 
blable   à     lui- 
même  car  l'angle   KMS    est  constant  et  égal  à  l'angle  0  et 
les  côtés    MK  —  BB    et     MS  =  AA'     sont  dans  un  rapport 
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constant.  Le  côté  KS  reste  donc  parallèle  à  lui-même  et  le 
point  I  qui  partage  ce  côté  dans  un  rapport  constant  décrit 
une  droite  passant  par  le  sommet  fixe   M. 

Autrement  (par  M.  Droz-Farnyi.  —  Les  points  A'  et  B' 
déterminent  sur  les  côtés  de  l'angle  0  deux  ponctuelles 
semblables  et  par  conséquent  les  droites  A'B'  enveloppent 
une  parabole  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle   OAB. 

D'après  un  théorème  bien  connu,  les  points  qui  divisent  le 
segment  A'B'  d'une  tangente  variable  à  une  parabole, 
compris  entre  deux  tangentes  fixes  suivant  un  rapport  donné, 
sont  sur  une  ligne  droite  tangente  aussi  à  la  parabole.  Cette 
proposition  est  un  corollaire  du  théorème  général  que  toute 
tangente  variable  à  une  conique  est  coupée  par  quatre  tan- 
gentes fixes  suivant  quatre  points  de  rapport  anharmonique 
constant.  Il  suffit  de  supposer  une  tangente  à  l'infini  pour 
obtenir  le  théorème  énoncé. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Vautré,  Davidoglou  et  M""  Y^  F.  Prime 

QUESTION  578 

f^oliitioii  par  .M.  A.  Droz-Farny. 


Démontrer  que  dans  un  triangle  on  a  toujours 

4R  -  ra  >  (p  -  a)  v/3. 

(E.  Lemoine.) 

Si  I  et  Ffl  représentent  respectivement  le  centre   du  cercle 
inscrit  et  le  premier  point  du  groupe  de  Gergonne,  on  a 


,V2 


3S^ 


S 


Il  eu  résulte  immédiatement 

r'o„  >  S  v/3,         or 

p   —  a 

d'où  4R  -  ra  >  (p  -  «)  v/3. 

Remarque.  —  Celte  inégalité  peut  se  mettre  sous  la  l'orme 

p^  -  60  S  v/3 . 

Nota.  —  MM.  Davidoglou  et  Jean  Negretzc,  de  Bucarest,  nous   ont 
adressé  une  solution  trigonométrique  de  cette  question. 


JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  95 

QUESTION  580 

Solution  par  M.  Vazou. 


nia  désignant  la  médiane  correspondant  au  côté  a  d'nn 
triangle  ABC,  et  A!  le  deuxième  point  de  rencontre  de  cette 
médiane  avec  la  circonférence  circonscrite  au  triangle,  on  a  la 
relation  3a"  +  ^val  ~  i2ma.GA' 

(Qi  désignant  le  centre  de  gravité  du  triangle). 

(Lauvernay.) 

On  a  BM  4-  MG  =  AM.MA', 

ou  —  ~  ma(GA'  -  GM)  =  m^l  GA'  -  ^)  i 

ou  enfin  3a'''  +  ^m\  =  i2Wa  .GA'. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Goyens,  à  Maliues;  Davidoglou, 
élève  au  lycée  de  Berlad;  Droz-Farny;  Tzitzeica  et  Jean  Negretzu,  à 
Bucarest;  Alfred  Champion,  et  M"°  V«  Prime  (*). 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


620.  —  Décrire  trois  cercles  tangents  deux  à  deux  en  trois 
points  donnés  A,  B,  C.  Construire  les  centres  A',  B',  C  de 
ces  trois  cercles  et  calculer  leurs  rayons  en  fonction  des  dis- 
tances a,  b,  c,  entre  B  et  C,   G  et  A,  A  et  B.       (E.  Lebon.) 

621.  —  On  donne  un  tétraèdre  quelconque.  De  l'un  de  ses 
sommets,  on  mène  le  plan  perpendiculaire  à  la  face  opposée 
à  ce  sommet  et  qui  contient  le  poiut  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  formaut  cette  face.  U  y  a  ainsi  quatre  plans  ; 
démontrer  qu'ils  se  coupent  au  même  point.      (Mannlieim.) 

622.  —  Soient  B,  et  Gj  les  milieux  des  côtés  AG  et  AB 
du  triangle  ABC,  P  un  point  quelconque  du  côté  BG.  Les 
droites  PB,  et  PC,  coupent  respectivement  AB  et  AG  en  B^ 
et  en  G^ .  Démontrer  que  la  droite  BjG^  est  parallèle  à  AP 
et  qu'elle  coupe  le  côté  BG  en  un  point  Q  tel  ([ue 

QG  _  /PG\2 

^^       ^P^/  (M.  d'Ocagne.) 

{*)  On  trouvera  dans  le  ii°  de  ce  mois  du  Journal  de  Mathématiques 
spéciales  une  solution  de  la  question  591  qui  a  été  aussi  proposée  dans  ce 
journal  sous  le  n"  370. 
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623.  -  Démontrer  que  l'apothème  du  pentagone  régulier 
est  égal  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  augmenté  de 
la  moitié  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  le  môme 
cercle.  (Mann/ieim.) 

624.  —  l°Dans  un  triangle  ABC  trouver  le  point  M  pour 
lequel  on  a 

ÂM^  +  BG^  -:  BM^  4-  CA^  =  CM-  +  IW. 
2°  Dans  un  triangle  ABC   trouver  le  point  M  pour  1  quel 
on  a 

ÂM^  -  BC'  --  BM'  -  CA^  =  CM-  -  ÂB^ 

(E.  Lemoine.) 

625.  ■ —  Soient  H  l'orthocentre  d'un  triangle  ABC,  0  le 
centre  du  cercle  circonscrit;  les  droites  AH  et  AO  coupent 
le  côté  BG  respectivement  aux  points  A',  D;  soit  a  le  point 
milieu  de  AD.  Les  trois  droites  telles  que  A'x  se  croisent 
au  centre  w  du  cercle  des  neuf  points.  (Droz-Farny.) 

626.  —  On  considère  le  faisceau  0(AAiA2. .  .AopB)  et  la 
transversale  AA1A2. .  .B^^B.  Si  l'on  désigne  par  R1R2...R2P 
les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  OAAi , 
OAA2...OAA2P  et  par  Ri R^..- Bip  les  rayons  des  cercles 
circonscrits  aux  triangles  OBAi  ,  OBA2. .  .OBA2P  ,  on  a  la 
relation 

R2R4 . .  .R21;         RiBs-  •  •B2P-1 

RiRa . . .  R2p— 1        R2R4  •  •  •  R2p 

{Jean  Négretzu.) 

ERKATA. 

Page  49,  ligne  18  du  bas,   lire  somme  au  lieu  de  grandeur. 
—      49,    —      14      —  —      un  —  axe. 


—      54,     —      29  du  haut, 


-  2 


n+l 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IJIPRIMEIUE  CENTRALE    DES  CHEMINS  IlE  FER. 
IMPRIMERIE  CHAIX,  RUE  BERGÈRE,  20.  PARIS.  —  6Q16-3-95. 
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PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE 

Par  M.  «f.-S.  Mackay, 

Professeur  de  mathémaliques  à  l'Académie  d'Edimbourg. 

NOTATIONS 

Dans  le  Iriangie  ABC,  les  points  L,  L'  sont  les  pieds  des 
bissectrices  des  angles  en  A;  X  est  le  pied  de  la  hauteur 
issue  de  A;  A'  le  point  milieu  deBG.  I,  Ij,  I2,  I3  sont  les 
centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  exinscrits;  D,  D, ,  D^, 
D3  les  points  de  contact  de  ces  cercles  avec  BG;  et,  de  même, 
pour  E,  El,  .. .    F,  Fj,  .. . 

De  B,  on  abaisse  les  perpendiculaires  BP,  BP'  sur  AL, 
AL';   et,  de   C,   les  perpendiculaires  GQ,  CQ'. 

(1)  D,  Dt,  P,  Q   sont  situés  sur  un  cercle  de  centre  A'.  ^ 
D,,D3,P',Q'  -  _ 

(2)  Le  cercle  inscrit  et  le  premier  cercle  exinscrit  à  ABG 
coupent  le  cercle  DPD^Q  orthogonalement;  le  deuxièmo  et 
le  troisième  cercles  exinscrits  coupent  DjQ'P'Dj  orthogo- 
nalement. 

On  a  : 

(;^)  IP.IQ    ^r\  I,P.I,Q    =  rî, 

I,P'.I,Q'-/i  IsP'.W^  ^i 

(4)  Si  les  cercles  I,  I,  sont  regardés  comme  un  couple 
d'un  système  de  cercles  ayant  même  axe  radical,  P,  Q  sont 
les  points  limites  du  syslème  ;  et  P',  Q'  senties  points  limites 
du  système  auquel  appartient  le  couple   I^,  I3. 

(o)  Les  triangles  XPQ,  XP'Q'  (dont  les  côtés  homologues 
sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre)  sont  inversement  sem- 
blables à  ABG. 

(6)  Les  centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  exinscrits  aux 
triangles  XPQ,  XP'Q'  sont  situés  sur  BX  et  AX;  déplus, 
D,  D,  sont  les  centres  du  cercle  inscrit  et  du  premier  cercle 
exinscrit  à  XPQ  ;  D^ ,  D3  sont  les  centres  du  deuxième  et  du 
troisième  cercles  exinserits  à  XP'Q'. 

(7)  Les  cercles  circonscrits  à   XPQ,  XP'Q'   passent  par  A'. 

(8)  Les  diamètres  des  cercles  XPQ,  XP'Q'  sont  respective- 
ment  égaux    à   Att',   Au,    mC   étant  le  diamètre  du  cercle 
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circonscrit  à  ABC  perpendiculaire  à  BC.  (u'  est  du  même 
côté  de  BC   que  A.) 

(9j  Les  diamètres  des  cercles  XPQ,  XP'Q'  coïncident  avec 
les  axes  radicaux  des  cercles   I,  Ij,   et   L,l3- 

(10)  Le  cercle  XPQ  coupe  orlhogonalement  le  système  de 
cercles  I,  Ii  ;  et  le  cercle  XPQ'  coupe  orlhogonalement  le 
système  I.,,  I3. 


(11)  La  somme  des  aires  des  cercles  (ou  triangles)   XPQ, 
XP'Q'  est  égale  à  l'aire  du  cercle  (ou  triangle)  ABC. 

(12)  Les  centres  des  cercles   XPQ,    XPQ'   et  le  centre  du 
cercle  des  neuf  points  de    ABC   sont  coUinéaires. 

(13)  Sont  coUinéaires,  par  trois,  les  points 

P,  D,  E;     P,D,,Er,     F,  D,,E,;     P,  D3,E3; 
Q,  D,  F;     Q,  D,,F,;     Q',  D,,  F,;     Q',  D3,  F3. 

(14)  Sont  concycliques,  par  cinq,  les  points 

B,  D,    1,   F,   P  ;  C,  D,   I,   E,   Q 

B,D,,I,,F,,P  ;  G,D,,I,,E,,Q 

B,  D,,I,,F,,P';  C,  D,,I,,E,,Q' 

B,  D3 ,  I3 ,  F3 ,  P'  ;  G,  D3 ,  I3 ,  Eg ,  Q'. 
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(13)  Les  points   Q,  L,  P,  A   aussi  bien  que   Q',  A,  I'',  L' 
Cormeut  une  division  harmonique. 

(16)  AP  :  AL  :=  -  (AG  +  AB)  :  AG 

2 

AQ  :  AL  ^^{A.G   +  AB)  :  AB 
AP'  :  AL'  ^  -  (AG  -  AB)  :  AG 

2 

AQ'  :  AL'  ==  -  (AG  -  AB)  :  AB. 

(17)  PQ  :  AL  =  P'Q'  :  AL' 

=  AG^  -  AB*:  2AG.AB. 

(18)  AABG  =  AQ  .BP  =  AP  .GQ 

=  AQ'.BP'  =  AP'.GQ'. 
(l'Jj  Si  ou  abaisse  de  u,  u',  les  perpendiculaires  uS,  a'S'(*) 
sur  AG,    et  itï,  w'T'  sur  AB,    on  aura 

AS  ^  AT  =  GS'  =  BT'  ==  -(AG  +  AB), 

2 

GS  =  BT  =  AS'  =  AT'  =  -(AG  -  AB). 

2 

(20)  CP,  LiS  se  coupent  sur  la  circonférence   ABG.    Même 
propriété  pour  GQ,  wT;  BP',  u'S';  CQ',u'T'. 

(21)  Si  l'on  désigne  ces  (juatre  points  d'intersection  par  B.^. 
^2»  B2,  G2, 

4itS.SB2  =  4aT.TG2 
^  4ii'S'.S'B.>  =  4M"r.T'G2  =  AG'^  -  AB^ 
(-2:2)  m'B,  =  wB;  =  AB, 

u'Gj  =  uC'2  —  AG. 

(23)  B^  et  B2,  aussi  bieu  que   G.,  et  G2,    sont  symétrique- 
ment situés  par  rapport  à    0.    centre  du  cercle   ABC. 

(24)  Les  points    E,  Ej.   P.  Q,    aussi  bien  que  les  points 
F,  Fi,  P,  Q,    sont  concycliques. 

Les  diamètres  de  ces  deux  cercles  sont    EE,,    FF,;    leurs 
centres  sont   S. T. 


(*)  Pour  ne  pas  compliquer  davantage  la  figure,  ces  lignes,  et  quelques 
autres  parmi  celles  qui  sont  indiquées  plus  loin,  n'ont  pas  été  tracées. 
Le  lecteur  les  rétablira  sans  peine. 
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(25)  Les  points  Eg,  Eo,  P',  Q^,  aussi  bien  que  les  points 
Fjj,  Fg,  P'  Q',   sont  concycliques. 

Les  diamètres  de  ces  deux  cercles  sont  E^Ej,  F^F^:  leurs 
centres  sont  S'.  T'. 

(26)  Ces  quatre  cercles  sont  égaux,  et  leurs  diamètres  sont 
égaux  à  BC. 

(27)  Les  deux  premiers  cercles  coupent  orthogonalement 
les  cercles  I,  Ii*.  et  les  autres  coupent  orthogonalement  les 
cercles   Ij,  I.,. 

PROPRIÉTÉS  DE  TROIS  FIGURES  ÉGALES 

Par  M.  G.  Tarrv. 


Les  symétriques  d'une  même  figure  par  rajjport  aux  côtés 
d'un  triangle  sont  trois  figures  égales,  cas  particulier  de  trois 
ligures  semblables.  Les  propriétés  connues  de  trois  figures 
semblables  donnent  immédiatement  les  propositions  suivantes: 

1.  —  Les  symétriques  d'une  même  droite  par  rapport  aux 
côtés  d'un  triangle  fixe  ABC  forment  un  triangle  inversement 
semblable  au  triangle  fixe. 

Le  triangle  des  droites  symétriques  est  perspectif  avec  le 
triangle  ABC;  le  centre  de  son  cercle  inscrit  est  le  centre  de 
perspective. 

Le  lieu  des  centres  de  perspective  est  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle   ABC. 

2.  —  Il  existe  une  infinité  de  droites  dont  les  symétriques 
par  rapport  aux  côtés  du  triangle  ABC  sont  des  droites 
concourantes  ;  leur  lieu  géométrique  est  le  faisceau  des  droites 
qui  passent  par  l'orthocentre  de    ABC. 

Les  triples  de  droites  correspondantes  tournent  autour  de 
trois  points  fixes  A',  B',  C  de  la  circonférence  circons- 
crite au  triangle  ABC,  et  leur  point  de  concours  est  sur  la 
même  ligne. 

3.  —  Le  triangle  A'B'C  est  inversement  semblable  au 
triangle  des  droites  symétriques. 

Les  points  A',  B',  C  sont  les  symétriques  de  l'orthocentre 
du  triangle   ABC   par  rapport  aux  côtés  de  ce  triangle. 
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Les  droites  qui  joignent  les  points  A',  B',  C  à  un  point 
quelconque  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC 
sont  les  symétriques  d'une  même  droite  par  rapport  aux  côtés 
de  ce  triangle. 

4.  —  Les  symétriques  d'un  même  point  par  rapport  aux 
côtés  du  triangle  ABC  sont  les  sommets  d'un  triangle  pers- 
pectif avec  le  triangle  A'B'C,  et  le  heu  de  leur  centre  de 
perspective  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle   ABC. 

5.  —  Le  triangle  A'B'C  et  le  triangle  ABC  sont  perspec- 
tifs; leur  centre  de  perspective  est  Torthocentre  du  triangle 
ABC   et  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle   A'B'C. 

6.  —  Il  existe  une  infinité  de  points  dont  les  symétriques 
par  rapport  aux  côtés  du  triangle  ABC  sont  situés  en  ligne 
droite,  et  le  lieu  de  ces  points  est  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC. 

La  droite  qui  renferme  l'un  de  ces  triples  de  points  corres- 
pondants tourne  autour  du  centre  de  perspective  des  triangles 
ABC   et  A'B'C. 


SUR  LES  AXES  DE  ROTATION 

Par  M.  CJ,  Tarry. 


Étant  données,  dans  l'espace,  deux  figures  directement  égales 
o  et  o'  qui  ont  un  point  correspondant  commun  0,  on 
démontre  qu'elles  ont  un  axe  de  rotation  par  le  raisonnement 
suivant. 

Soient  a  et  6  les  positions  de  deux  semi-droites  menées 
par  le  point  0  dans  la  figure  cp,  et  a',  b'  les  positions  corres- 
pondantes de  ces  semi-droites  dans  la  figure  9'.  Traçons  les 
bissectrices  0'"  et  6'"  des  angles  plans  aa'  et  bb';  par  a™ 
menons  le  plan  a  perpendiculaire  sur  aa'  et  par  b"^  le 
plan  p  perpendiculaire  sur  bb'.  Les  deux  plans  y.  et  S  se 
coupent  suivant  une  certaine  droite  x  passant  par  le  point 
double  0.  Les  angles  xa  et  xa'  sont  égaux,  ainsi  que  les 
angles  xb  et  œb';  par  conséquent,  les  deux  angles  triedres 
xab   et  xab',   qui  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune. 


102        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

sont  égaux,  et  il  devient  évident  que,  par  une  rotation  autour 
de  a;,  a  et  6  arrivent  en  même  temps  à  coïncider  avec 
a'  et  6',  et  cela  de  façon  que  la  coïncidence  se  fasse  point  par 
point  sur  chaque  rayon. 

Cette  démonstration  n'est  pas  rigoureuse  :  par  un  raisonne- 
ment identique,  on  prouverait  que,  dans  l'espace,  tout  chan- 
gement de  position  d'un  système  invariable  peut  être  obtenu 
par  un  simple  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe 
(Piège  cinématique,  J.  E.,  1804,  p.  196). 

Voici  la  solution  exacte. 

Supposons  d'abord  que  les  plans  a  et  ,3  se  confondent  en 
un  seul.  Les  droites  o,  a'  et  les  droites  6,  h'  sont  symé- 
triques par  rapport  à  ce  plan,  et  on  voit  immédiatement  que 
la  droite  d'intersection  des  plans  ah  et  a'h' ,  située  dans  le 
plan  de  symétrie,  est  un  axe  de  rotation. 

Supposons  maintenant  que  les  plans  a  et  S  ne  se  con- 
fondent pas;  ils  se  couperont  suivant  une  droite  x  qui  passe 
par  le  point  0,  et  les  deux  angles  trièdres  xah  et  xa'b\  qui 
ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune,  seront  nécessaire- 
ment directement  ou  inversement  égaux,  suivant  les  dispo- 
sitions de  ces  éléments  égaux. 

Le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  axa'  est  le  plan  a.  Si 
les  trièdres  étaient  inversement  égaux,  ils  seraient  symétriques 
par  rapport  à  ce  plan  bissecteur,  puisque  la  figure  symétrique 
de  l'un  par  rapport  à  ce  plan  se  confondrait  avec  l'autre.  Par 
suite,  les  droites  6,  h'  seraient  aussi  symétriques  par  rapport 
à  ce  plan.  Dès  lors,  les  plans  a  et  ;;.  se  confondraient,  ce 
qui  serait  contraire  à  l'hypothèse. 

D'oii  l'on  conclut  que  les  angles  trièdres  xah  et  xa'h'  sont 
directement  égaux.  (c.  q.  f.  d.). 

De  ce  théorème,  on  déduit  la  conséquence  suivante. 

Étant  donnés  deux  triangles  égaux  ABC,  A'B'C  dans  l'es- 
pace, s'il  existe  un  point  0  tel  que  les  deux  tétraèdres 
OABC,  OA'B'C  soient  directement  égaux,  les  plans  perpen- 
diculaires aux  milieux  des  droites  AA',  BB',  CC  passent 
par  une  même  droite. 

En  effet,  les  deux  figures  directement  égales  déterminées 
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par  les  triangles  ABC,  A'B'C  ayant  un  point  double  0, 
ont  une  droite  double  dont  tous  les  points  sont  des  points 
doubles.  Par  conséquent,  chaque  point  de  cette  droite  se  trouve 
sur  tout  plan  également  distant  do  deux  points  correspondants 
quelconques  dans  les  deux  figures,  et  en  particulier  sur  les 
plans  perpendiculaires  aux  milieux  des  droites  AA',  BB',  GC. 
Il  est  évident  que  la  droite  double  rencontre  la  droite  d'inter- 
section des  plans  correspondants   ABC   et  A'B'C. 

On  voit,  en  outre,  que  si  les  trois  plans  se  coupent  en  un 
point  unique  0.  ce  point  ne  pouvant  être  un  point  double 
des  deux  figures  égales  ABC  et  A'B'C,  les  deux  tétraèdres, 
OABC  et  OA'B'C,  qui  ont  leurs  faces  égales,  chacune  à 
chacune,  sont  nécessairement  inversement  égaux. 


SUR  LA  RECTIFICATION  APPROCHÉE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE 


Par  M.  llauubeiin. 


Sans  avoir  recours   à   la   trigonométrie,   on 
l'exactitude  de  la   construction   donnée, 
page  77,  par  M.  d'Ocagne. 

Prolongeons  DO  jusqu'à  sa  rencontre  en 
D'  avec  CA'  et  appelons  E  le  point  ou  GO 
coupe  l'arc   A'B. 

Les  droites  EA',  DD'  étant  parallèles, 
on  a 

A'D'  _  CA' 

EO    ~  GË"' 
Gomme   EO  =  i ,   on  a 

'  GE  =  ^-r. 


v/^- 


G.V=-, 

Introduisant   ces  valeurs  dans   l'éga 
lilé  précédente,  il  vient 

^'"•=71^  =  ^^-/- 

On  voit  qu'il  est  inutile  de  tracer  la  tangente 


c.  Q. 
AD 


F.  T. 
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LA  {n  +  ly  DEMONSTRATION  DU  THÉORÈME 

DE  PYTHAGORE 
Par  M.  G.  Tarry. 


La  figure  (1),  ci-dessous,  établit  cette  démonstration,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  lui  ajouter  une  rédaction,  manifeste- 
ment inutile. 


Fig.  1. 


Il  existe,  comme  l'on  sait,  de  nombreuses  démonstrations 
analogues.  La  plus  connue,  et  peut-être  la  plus  simple,  est  celle 
qui  est  exposée  dsns  le  traité  de  Géométrie  de  MM.  Bouché  et 
de  Comberousse,  démonstration  correspondant  à  la  figure  2. 

Toutes  ces  démonstrations  peuvent  .se  résumer  ainsi  : 

On  forme  un  contour  polygonal  tellement  constitué  que, 
en  retranchant  certaines  aires,  on  trouve  le  carré  de  l'hypo- 
ténuse et  tel,  aussi,  qu'en  retranchant  d'autres  aires,  ma- 
nifestement égales  aux  précédentes,  on  obtient  les  carrés 
construits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit. 

Cette  méîhode  de  démonstration  conduit  donc  à  découper 
la  figure  considérée  en  morceaux  qui,  convenablement  assem- 
blés, forment,  d'une  part,  les  carrés  correspondants  aux  deux 
autres  côtés,  et,  d'autre  part,  le  carré  de  l'hypoténuse. 


NOTICE  HISTORIQUE  SUR  LA  TRIGONOMETRIE 


Par  M.  Aubry. 


La  trigonométrie  est  née  des  besoins  de  l'Astronomie  :  les 
ChaLiéens  et  les  Indiens,  qui  furent  les  premiers  astronomes, 
durent  être  amenés  de  bonne  heure  à  l'étude  des  deux  trigo- 
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nométries,  mais  les  rares  documents  ([u'ou  possède  à  ce  sujet 
sont  peu  concluants  sur  l'étendue  de  leurs  connaissances  en 
trigonométrie.  Il  pourrait  même  très  bien  se  faire  que  leur 
Astronomie  ne  lut  que  la  connaissance  des  périodes  des  prin- 
cipaux phénomènes  astronomiques,  —  ce  qui  indique  d'ail- 
leurs une  fort  longue  suite  d'observations;  —  et  c'est  ainsi 
que  les  Egyptiens  et  les  premiers  astronomes  grecs  annon- 
çaient les  éclipses.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  premier  ouvrage 
connu  où  l'on  voit  la  trigonométrie  essayer  de  se  préciser  tout 
à  la  fois  comme  but  et  comme  moyens  est  le  traité  d'Aris- 
tarque  de  Sanios  (vers  280)  sur  les  distances  comparées  de  la 
terre  au  soleil  et  à  la  lune. 

Il  mesure  un  angle  eu  le  comparant  à  un  signe  ou  à  un 
angle  droit.  Remarquant  que  les  rapports  des  côtés  d'un 
triangle  rectangle  sont  déterminés  par  ses  angles  aigus,  mais 
que  la  géométrie  élémentaire  ne  sutfit  pas  pour  déduire  ces 
rapports  de  ceux-ci,  —  et  que  ce  problème  est  probablement 
du  genre  incommensurable,  de  même  que  ceux  de  la  compa- 
raison de  la  diagonale  du  carré  au  côté  et  de  la  circonférence 
au  rayon,  problèmes  qui  avaient  déjà  passionné  les  esprits, 
—  l'idée  lui  vint  de  chercher  deux  limites  de  ce  rapport. 

La  relation  trouvée  par  Aristarque  peut  s'écrire  : 

-—  >  sin  3°  >  —  • 

16  20 

Il  la  démontre  ainsi  : 

Quand  la  lune  est  dichotome,  elle  est  le  sommet  de  l'angle 
droit  d'un  Irian^le  rectanijle  dont  les  deux  autres  sommets 
sont  le  soleil  et  la  terre.  li  montre  que  le 
cercle  séparatif  de  la  lumière  et  de 
l'ombre  est  sensiblement  un  grand  cercle. 

Soient  A,  B,  C  (fig.  i)  les  centres  du 
soleil,  de  la  terre  et  de  la  lune.  Aristarque 
trouve,  pour  l'angle  ABC,  la  valeur  l'^'' 
moins  un  trentième  de  droit,  valeur  d'ail- 
leurs fort  inexacte.  Menons  la  diagonale  fig,  y. 
BF   du  carré   AE,   la  bissectrice  BG   de  l'aûglo   FBK.   On  a 

EG       EHG        i5 

(a)  >  z=   — , 

^  EK       DBE         2 
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ËG» 


BF^  _  ^        49 
BË»  ~  "  '^  25 


d"oîi 

et  par  suile 


EF 
ËG 


GF 


GF       7 
—  >  - 

FG       5 


EG       7  +  5 

—  > 


EG 
EF 


12 
S 


De  (a)  et  (p) OU  conclut    -^  >  i8,    donc  BH>BE>  18.EH, 
EH 

etcomme  on  a 

BH  _  AB 

ËFl  ~  BC' 
il  vient  AB  >  18.BC. 

Maintenant,  menons  BD  =  BA  {fig.  2) 
et  la  circonférence  de  diamètre  BD, 
coupée  en  K  j)ar  AB;  puis  l'arc  BL  égal 
au  sixième  de  la  circonféreuce.  On  a 


Fig.  S. 


10  — 


arcBL        BL 
arcBK  ^  BK' 


d'où 


or 


Trr^  =  ^;t7^  »  donc 


AB  <  20. BG  . 


BD 
10. BK  >  BL  =  ■ — ; 

BD  _  AB 

BK  ~  BC 

On  doit  donc  à  Aristarque  de  Samos  l'idée  de  la  considéra- 
tion du  sinus,  de  la  corde  et  de  la  tangente  pour  définir  un 
augle.  Il  a  compris  que  ces  fonctions  sont  bien  déterminées, 

a  donné  la  relation 

sin  a        a        te;  a 

>  -  >  -^- 

sin  ^        P       tg  p 

pour  a  >  S  ,  et  esquissé  une  méthode  de  calcul  des  gran- 
deurs incommensurables. 

Ces  remarques  ont  eu  l'effet  le  plus  heureux  sur  les  progrès 
de  la  géométrie  de  la  mesure  et  paraissent  avoir  inspiré 
Archimède  dans  plusieurs  de  ses  découvertes. 

Archimède,  en  quelques  endroits  de  ses  écrits,  définit  aussi 
un  angle  par  son  sinus  ou  sa  tangente.  Dans  l'admirable 
traité  qu'il  a  écrit  sur  la  mesure  de  la  sphère,  il  pose  comme 
axiome  que.  de  deux  lignes  ayant  mêmes  extrémités  et  concaves 
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du  même  côté,  la  plus  courte  se  trouve  du  côté  de  la  conca- 
vité, d'oïl  il  suit  que  la  circonférence  est  plus  grande  qu'un 
polygone  quelconque  qui  lui  est 
inscrit  et  plus  petits  qu'un  poly- 
gone circonscrit. Cette  proposi- 
tion équivaut  à  la  relation 

sin  a  <  a  <  tg  a 
qu'il  parait   impossible    de   dé- 
montrer sans  pétition  de  prin- 
cipe. 

Le  même  traité  d'Archimède 
donne  une  sommation  curieuse 
de  cordes  correspondant  à  dos 
arcs  circulaires  croissant  en 
progression  arithmétique.  Soit  un  polygone  d'un  nombre  pair 
de  côtés  f^^,  3)',  joignons  les  sommets  perpendiculairement 
à  un  rûême  diamètre,  on  aura 


EK  +  ZL  4-  BD  +  HN  +  OM  = 


GE.AG 
"ET"' 


ce  qui  résulte  de  la  considération  des  triangles  semblables 
AEX,  XKO,  ZOP,  PLR,   etc.  (*).  Archimède  montre  aussi 

(*)  Dans  les  exercices  dej  Nouv.  Ann,  math,  de  1842,  Lecointe  a  proposé 
la  question  suivante:  unedemi-circonférenceétant  divisée  en  un  nombre 
impair  de  parties  égales,  enjoint  les  deux  divisions  du  milieu  au  centre. 
La  somme  des  parties  des  cordes  parallèles  au  diamètre  menées  par  les 
points  de  la  division  et  comprises  dans  l'angle  dont  il  vient  d'être  parlé 
est  égale  au  rayon.  La  figure  4,  qui  donne  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème, montre  comment  il  se  rattache  à  celui  d'Archimède. 

On  adonné  une  autre  démonstration  du  développement  de  2  sinna 
en  s'appuyant  sur  le  théorème  de 
Garnot,  relatif  aux  projections  d'un 
contour  fermé  {Malhcsis,  1893). 

C'est  à  Euler  qu'on  doit  l'expres- 
sion analytique  de  S  sin  iia  et  S  cos 
na.  Dans  son  Iiitr.  in.  anal,  in/.,  il  la 
trouve  de  deux  manières  :  d'abord, 
en  transformant  les  termes  en  expo- 
nentielles imaginaires,  ce  qui  ra- 
mène à  la  sommation  d'une  pro- 
gression géométrique;  ensuite,  en 
remarquant  que  la  suite  des  sinus  et  des  cosinus  d'arcs  en  progression 
arithmétique  est  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est  : 
2  cos  a,  —  I,  ce  qui  donne  la  démonstration  habituellement  exposée 
aujourd'hui. 
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à  effccluer  la  même  sommation  eu  s'arrêlant  à  une  corde 
donnée. 

On  doit  une  mention  à  Erathosthène  (vers  200),  qui  a  émis 
Jes  premières  idées  sur  les  cartes  géographiques  partielles, 
et  imaginé  la  division  de  la  circonférence  en  soixante 
parties. 

C'est  à  l'illustre  astronome  Hipparque  (vers  140)  qu'on  est 
redevable  des  premiers  éléments  des  deux  trigonométries,  et  de 
l'idée  fort  ingénieuse  d'une  table  des  valeurs  trigonométriques: 
il  avait  calculé  en  effet  une  table  de  cordes.  Ses  ouvrages  sont 
perdus,  mais  ses  procédés  sont  probablement  ceux  que  Pfolé- 
mée  enseigne  dans  son  Almageslc,  et  que  nous  indiquerons 
plus  loin.  C'est  Hipparque  qui  a  proposé  le  parlage  de  la  cir- 
conférence en  36o  parties,  et  imaginé  la  projection  stéréogra- 
phique. 

Théodose  (commencement  de  notre  ère),  Ménélaus  (milieu 
du  1^"^  siècle),  Ptolémée  (vers  i'SO),  Pappus  (iv*^  siècle),  et 
plusieurs  autres  Anciens  ont  successivement  amélioré  la  Iri- 
gonométrie  sphérique.  Le  célèbre  théorème  du  second  était 
étendu  à  la  sphère  et  utilisé  dans  ce  but.  Mais  les  démons- 
trations et  les  calculs  trigonométriques  sont  restés  long- 
temps longs  et  pénibles,  par  suite  du  défaut  de  méthodes 
générales. 

(A  suivre.) 


EXERCICES  DIVERS 

Par  Ang.  Boatin. 


384.  —  L'identité: 

(q«  H-  ap*)*  =  i6ap2q2(q*  -  ap^i^  +  (q*  -  6ap'q»  +  a"-p*)' 
fournit  toutes  les  solutions  de  réquation  : 
X*  =  ay*  4-  7?. 

385.  —  On  considère  la  suite  récurrente: 

Un    =    I,  Uj    =    l    -4-   X,  Uj    =:    2X   -H    X^  ... 

U„   =   (l    +   X)U„_,    —   U„_2. 

Calculer  \i„   en  fonction  de  x. 
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Oa  trouve  : 

n    ,  n-1      ,     («  —   l)("  —    2)      „_2 

Il    =  a;    +  nx        + x 

"  1.2 

(h  — i)fn  — 2)(n  — 6)  ^„_3    ,    {n—  i][n  —  2]in—3)(n —  12)    „_i 


^  1.2.3  1.2.3.4 

La  fonction   y^  satisfait  à  l'équation  difiérentielle  du  second  ordre  : 

{x-+  2X—  3)—-—  +  3(/!  +  i)- n{n  +  2Jm    =  o. 

dx-  dx  " 

D'où,  pour  calculer  A    (coefficient  de  a;""''),  la  formule  de  récurrence: 

pA.p(2/i  — /)  +  2)  —  (2/1—  2p  +  3)(n  —  p  +  i)Ap_, 

+  3(«  —  p4-  2)'.»  —  p+  i)Ap_2  =  o. 

386.  —  Plus  généralement,  calculer  u„,   sacliant  que 
Uq  =  I,         Uj  =:  X  +  a         ...         u„  =  (x  -I-  a)u„_i  ±.  u„_2. 

On  trouve: 

j/^  —  a;"  +  nax"~^  +  ... 
Ces  polynômes  satisfont  aux  équations  différentielles  du  second  ordre  : 

[[x  +  ay-  ±  4  J  -j-^  +  l>{x  +  a)~  —  v(n  +  2]  u^  =  o. 

D'où,  pour  calculer  A  ,  coefficient  de  x^~^ ,  la  formule  de  récurrence: 
j3(p  -  211  —  2) Ap  +  aA^_i(«  —  P  +  i)(2w  —  2p  +  3) 

+  (a2±:4)(n— p  +  2)(h  —  p+  i)Ap_2  =  o, 
Dans  la  formule  précédente,  pour  a  ^=  o,   on  a  : 

n    ,    ,              ,     n-2    ,     [n  —  2](n--3)  i 

u^  =z  x    -h  {n  —  i)x       H X 

(„  _  3)(„  _  4)(»  —  5^    „_^ 
-+- '  X         -f-  . . . 

1.2.3 

qui  satisfait  à  l'équation  difiérentielle  : 

(x^  -+■  4)  u'^  +  3xu^  —  ;)  (n  +  2  )  u„  =  o, 
les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  x. 


BACCALAUREATS 


Académie  de  Paris. 

(Session  d'avril  1895.) 
BACCALAUREAT  CLASSIQUE  (LETTRES-MATHÉMATIQUES) 

I.  Problème  obligatoire  : 

Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône,  connaissant  sa  hauteur 
h,   et  sachant  ; 

1°  Que  sa  surface  latérale  est  égale  à  la  somme  des  surfaces  des  bases; 

2°  Que  son  volume  est  équivalent  à  six  fois  le  volume  d'une  sphère  de 
diamètre  h. 
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II.  Trots  questions  à  choisir  : 

a)  Limite  de   quand  x  tend  vers  zéro. 

X 

X 

b)  Calculer    sin  x    connaissant   tang-« 

c)  Résoudre  un  triangle  connaissant  b,  c  et  A. 

BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES  COMPLET 

1°  On  considère  sur  une  sphère  de  centre  0,  deux  petits  cercles  AA^  BB', 
dont  les  plans  sont  parallèles  et  qui  ont  pour  pôle  commun  le  point  M, 
et  Ton  demande  de  calculer  l'angle  BOM==x,  connaissant  l'angle  AOB  =  a 
et  le  rapport  m  de  la  calotte  sphérique  AMA' à  lacaloite  sphérique  BMB'. 

2'  Démontrer  que  deux  pyramides  qui  ont  des  bases  équivalentes  et 
la  même  hauteur  sont  équivalentes. 


QUESTION  497 

Solution  par  M.  Antoine. -C.  Davidoglou,  élève  au  lycée  de  Berlad. 
La  fonction 

-  (a='j*  +  b^x'')»[a''x*(y*  -  b^j^  -  b^j»(x^  -  a^)=»]» 
est  divisible  par  les  deux  polynômes 

Qij2  ji_  jjîj^î  _  2a*b%  2x2y'^  —  a^y'^  —  b'x''. 

Le  vérifier  et  trouver  le  quotient.  (E.-N.  Barisien.) 

Posons  : 

(1)  a^y^  +  b'-x'^  —  2a'6*  =  m, 

(2)  2x'^y'^  —  a^y'^  —  b'^x^  —  n. 

Alors  2{x^  —  Q'^){y'^  —  b-)  —  n  —  m  et  le  produit  de  (1) 
par  (2)  devient  : 

(3)  a^a;»(j/'-6^)'+6y(.T''-g')'==^"^^^^"^^^  -a''6''(n-m). 

De  (3)  on  tire  encore  : 

im+nY[m'^  1 

(4)  [a-'x''{y^-b^Y-b''y-'{x''-a-'Y]-'=  — -a''6*(n-m)    • 

Si  l'on  transporte  dans  l'expression  donnée  les  valeurs  (1), 
(3),  (4)  et  que  l'on  range  les  termes  suivant  les  puissances 
décroissantes  du  produit   ab,    on  trouve  : 

[8a^6^ (n  —  ni)  +  a*6' {m  -t-  n)(5w  —  7m)  n 

—  a^b'm{m  -+-  n)«  h ^^ | 

c.  Q.  F.  D. 
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QUESTION  516 

Solution  par  M.  Autoine.-G.  Davidoglou,  élève  au  lycée  de  Berlad. 


Résoudre  et  discuter  l'équation  : 
xî(y!î_  8ay+  i8a=')  +  3ax(y2-8ay  +  9a^)  +  9a^(y*-  2ay)=o. 

(Lauvernay). 

Cette  équation  du  second  degré  en  a;  a  pour  discriminant, 
tous  calculs  faits, 

^  —  2ja''{y  +  a) {3a  -  yy. 
Si    S    et   P    représentent  respectivement    x'  ■+-  x" ,    x'x", 
on  a  : 

3a  -  - 

t.  9"'  r  1 

y^-Say-i-  i8a^  -^^^         ^ 

Gomme  le  trinôme  î/^  —  Say  ■+-   iSo"   est  loujours  positif, 
les  valeurs  remarquables  de  y   sont  : 

—  a,       3a,      a(4  -  \/y),       0(4  +  y/y),       o,       2a, 
qui  se  classent  : 

—  a  <  o  <  0(4  —  v/7)  <  2a  <  3a  <  a(4  +  \/y), 
si  a  >  o;  et  inversement,  si  a  <  o. 

La  discussion  se  fait  alors  facilement  dans  les  deux  cas. 


QUESTION  579 

Solution  par  M.  Goyens,  à  Malines. 


On  donne  une  circonférence  de  diamètre  AB ,  une  corde  CD 
perpendiculaire  en  E  à  ce  diamètre,  et  un  point  M.  de  la  cir- 
conférence. On  achève  le  parallélogramme  MECF  ayant  pour 
centre  le  point  G,  et  on  projette  A  e^  B  sur  la  diagonale  MG, 
en    H  et  K.    Démontrer  que    GH  =  GK  =  GE.     (L.  Lévy.) 
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AHKB   est  un  trapèze,   0   est  le  milieu  de    AB   et  OG  est 

parallèle  aux  bases,  donc 
passe  par  le  milieu  G  de 
HK  ;  donc     GH  =  GK. 

Lesquadrilatères  AHCE, 
ECKB  sont  inscriptibles; 
donc  l'angle  GHE  =  l'an- 
gle GAE,  et  l'angle  GKE 
=  l'angle  GBE;  par  consé- 
quent GHE-hGKE  =  GAli: 
+  GBE  =  90°. 

Le  triangle  HEK  est 
donc  rectangle,  et  la  droite 
EG,  qui  joint  le  sommet 
de  l'angle  droit  au  milieu 
de  l'hypoténuse  vaut  la 
GH  =  GK. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Vazou,  Droz-Farny,  Davidoglou, 
Alfred  Champion,  Georges  Rodrigez,  étudiant  à  Medellin  (Colombie)  et 
M"^  y.  Prime. 


moitié  de  celle-ci;  donc    EG 


QUESTION  581 

i^oliitiun  par  M.  Aletrop,  à  Madrid. 


Si  AA',  BB',  GG',   diamètres  de  la  circmfénnce  circonscrite  au 
triangle  ABG,   rencontrent  les  côtés  correspondants   BG,  GA,  AB 

aA'     pB' 
en   a,  p,  Y,    la  somme  algébrique  des  trois  rapports    T~  '  "hïï  * 

yC  „  .  , 
— —  est  l  unité 
Cy 

Soit  0   le  centre  du  cercle  circonscrit. 
Eu    observant   que     aA'    =    OA'    —    Oa 
=  OA  —  Oa,    on  a 
aA'       ^B'       yG'      oa       OB       oc 
^  Âl'^By'^Gf'^ÂI'^B^  "^Gf 


(E.  Lauvernay.] 


a-=-:a'  -_^(^Jt^^^^]. 

\Aa         B;3         Gy^ 
Or,  la  somme  des  trois  premiers  rapports  et  celle  des  trois 
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autres  sont   respectivement  égales   à    2   et    i,     d'après  les 

théorèmes  d'Euler  et  de  Gergonne;  la  différence  est  donc 

égale  à   i  (*). 

Autrement  (cette  solution  est  de  M^^  V°  Prime  et  de  M.  Droz- 

Farny).  —  Menons  la  hauteur  AA"   qui  coupe   BC,    en   a'  ; 

la  circonférence,  en   A";    si   H   est  lorthocentre,  on  saitque 

A"/  =  a'H. 

-^  aA'         -^   a'Â"         ^   a'H 
On  a  donc       >    - —  =    >   — — r  =    >    r—^  - 
^  Av.         ^    Aa'         ^  Aa' 

Mais,  d'après  un  théorème  connu, 

donc  aussi  7    -7 —  =  i . 

A^oto.  — NousavonsreçudessolutioflS  diverses,  notammentdes  soluliousi 
trigonométriques  de  MM.  Vazou;  Jean  Négretzu,  élève  à  la  faculté  de 
Bucarest;  Davidoglou;  Duoz-Farny  et  Alfred  Champion. 

QUESTION  58^2 

Solution  par  A.  Droz-Farny. 


On  mène  une  tangente  quelconque  au  cercle  inscrit  à  un  triangle 
rectanqle  en  A  ;  si  cp  désigne  l'angle  de  cette  tangente  avec  le  côté 
AB  ,  on  mène  par  A  la  droite  AM  telle  que  l'angle  GAM  soit 
égal  à  ç.  Trouver  le  lieu  du  point 
M  tel  que  la  distance  AM  soit  égale 
à  la  somme  des  distances  des  extré- 
mités de  l'hypoténuse  BG  à  la  tan- 
gente variable.    (E.  Lauvernay.) 

Menons  par  B  une  parallèle 
BT  à  la  tangente  variaLle  et 
abaissons  sur  cette  droite  la 
perpendiculaire  GL  ;  on  aura 
évidemment  GL— AM.  Le  point 
L  appartient  à  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABG. 

(*)  Nous  dirons,  à  cette  occasion,  que  le  théorème  de  Gergonne,  quoique 
trouvé  directement  par  lui  (Voir  Annalea  de  Gergonne,  t.  IX,  p.  277),  n'est 
qu'une  conséquence  immédiate  du  théorème  d'Euler. 


1J4  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

Menons  la  droile  AM  qui  fait  avec  AG  un  angle  variable  9; 
cette  droite  coupe  la  circonférence  circonscrite  en   M'  ;  on  a 

M'C  =  AL,        LCA  =  ABL  =  CÂM',        AMXl  -=  ALC. 

Le  triangle  ACM  est  donc  égal  au  triangle  CAL,  par  consé- 
quent, AM' =  CL.  Le  point  M'  coïncide  donc  avec  M  et  le 
lieu  cherché  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC, 

yota.  —  Autre  solution  par  M.  Alfred  Champion. 

QUESTION  583 

Solution  par  M.  Alfred  Champion. 


En  appelant  dam  un  triangle  ABC,  a.  b,  c  R,  r,  Ta,  Vb,  iv, 
ies  côtés,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  les  rayons  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés,  démontrer  que  l'on  a 

a(b  +  c)  =  (r  —  rj  (4R  -f  r  —  rj; 
en  déduire  immédiatement 

a  (b  —  c^  =  (r^  —  rc)(4R  -  r,,  -  r,). 

(E.  Lemoine.) 

L'expression  A  =  a{b  ■+-  c)  se  transforme  successivement 
de  la  manière  suivante  : 

o(6+c)l(^  +  C;2— a-]      a(b-\-c)  [(6  — cf +  460— a-] 


A  = 


(6H-c+a)(6+c— oj  2p.2{p—a) 

aib-i-c)[4bc  —  la-  —  {b-cY']_a{b  +  c](4bc  —  {a-hb  —  c)'a-^c  —  b]'] 

2p2[p  —  a]  ~  2p2ip  —  a) 

a{b-hc,[4bc  —  4{p—c)(p—b)      abc{b+c]  —  a(b-hc)(p  —  b)(p-c) 


4P(p  —  a  P{p  —  a) 

abc(2p  —  a)—a{2p  —  a)ip-b){fi—c\  _ afcc(2p— g)      (p — b)(p— c)(a-— 2ap) 

p{p--a)  ~  p{p  —  a)  p(p  —  a\ 

fibcp         abcip  —  a]      (p  —  b){p  —  c)  (a^—  2ap+p-—p-] 


'p(p  —  a)       p\p  —  a)  P(p  —  (') 

abc        abc      {p—b](p—c)[p  —  aY-  _  (p  —  b){p  —  c)p^ 

'[p  —  fi]       p  p<I>  —  (t]  p(p  —  (') 

abc        abc      p(p  —  a){p  —  b)(p-c){p  —  aY     p(  p  —  a)ip  —  b)ip  —  c)p'- 

'  p—a'^'p"^  p-{p  —  uY  p'-ip—af 

a5c4S         abc  4?)      S-lp  —  o)^  S-p- 


(p  — fl)4S        4Sp        p-(p-«)-      p^p  —  ay- 
En  appliquant  des  formules  bien  connues,  on  a 
A  =  4Rra  -L-  4Rr  +  r*  —  ti, 
ou,  finalement, 

a{b  -hc)  =  4R(r„  +  r)  ■+-  (r  -+-  ;•„)  (;•  -  n)  =  (r  +  ra)(4R+  /"  -  Ta). 
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Par  analogie,  on  écrit  immédiatement: 

b  (c  +  a)  =  (r  -f-  r,,)(4R  +  r  -  -?•,,)  =  4R/-  +  4Rr,,  +  /•*  -  r'i. 

c  {a  +  b)  =  (r  +  /•c)(4R  +  r  -  y,.)  =  4Rr  +  4R/-c  +  V  -  îj. 
Retranchant 

a{b  -  c)  =z  4R(/-,,  -  r,)  -  (rj,  -  tj) 

=  4R(n  -  rc)  -  (r,,  -  ;v)  (r,,  +  r,) 

=  n  —  rc)  (4R  —  r,,  —  Vr).  c.  Q.  F.  P. 

ISeconde  Kolutîon  (*). 

On  sait  que         4R  4-  /•  —  /•„  =  >%  +  /'c. 

S  S  S{b  +  c) 

Or  r  +  /•„  =  -  H -^  -^ -, 

p       p  —  a       pip  —  a) 

S  S  Sa 

/'/,  -+■  r,  — 


p  —  b      p  —  c       {p  —  b){p  —  c) 

ir  +  r„    4R  +  r  -  r„   =z -^ —/■ =  a{b  +  <)). 

p{p-a)ip-b)(p-c) 

Eilectnons  une  transformation  continue  en   B;  il  sulfira  de 
remplacer 

a,  b,  c,  R,  r,  r„,  t'b,  r, 
respectivement  par 

—  a,  b,  —  c,  —  R,  r,„  —  /'c,  '",  —  r^ 
on  aura     —  a{b  —  c)  —  (r^  —  ro)(—  4R  -i-  /•,,  +  l'c) 
ou  a{b  -  c)  =  {n  -  rc)(4R  --  r^  -  r,). 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Goyens,  à  Matines;  Jean  Nf.gretzu, 
à  Bucarest  et  Davidoglou. 


QUESTION   584 

^ioliitioii  par  M.  Vazou. 


Soil  AB  une  corde  d'une  pm^abok  P.  On  projette  le  pôle  de  AB 
sur  AB  en  D,  et  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB, 
en  E.  Démontrer  que  DE  passe  par  le  foyer  de  V.       (G.  L.) 

(*)  Cette  solution  est  de  M.  Droz-Fauny. 
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La  diagonale  QI  du  rectangle  DQEI  qui  joint  le  pôle  Q  de 

AB  au  milieu  I  de  la 
corde  AB  est  parallèle 
à  l'axe  de  la  parabole: 
d'autre  part,  on  sait  que 
le  milieu  G  de  la  droite 
QT,  point  de  rencontre 
des  diagonales  du  rec- 
tangle, se  trouve  sur  la 
parabole  P  et  que  la  tan- 
gente IK  à  la  parabole 
en  ce  point  est  parallèle 
à  AB  ;  d'ailleurs,  par  rai- 
son de  symétrie  l'angle 
KCD  est  égal  à  l'angle 
GCI,  par  conséquent  la 
droite  CD  qui  fait  des  angles  égaux  avec  la  parallèle  à  l'axe  CI 
et  avec  la  tangente  CK  passe  par  le  foyer  de  la  parabole. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Droz-Farny;  Davidoglou;  G.  Tiz- 
TzÉiCA,  et  M""'  V°  F.  Prime. 


QUESTION  585  ' 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


On  considère  deux  cercles  0  et  0'.  Soit  A  Je  point  de  ?'enco?ilre 
de  deux  tangentes  communes  d'espèces  différentes:  on  projette  ce 
point  en  a  sur  00', 

4°  Le  point  a  a  même  polaire  par  rapport  aux  cercles  0  et  0': 
cette  polaire  passe  par  deux  autres  points  tels  que   A  ; 

2°  Le  point  a  est  à  l'intersection  de  droite'!  de  contact  sur  0  et 
0'  de  tangentes  communes  d'espèf^es  différetites.         (E.  Foucart.) 

Soient  A,B,C,D  les  sommets  du  quadrilatère  circonscrit 
aux  cercles  0  et  0'.  On  sait  que,  dans  tout  quadrilatère  cir- 
conscrit à  une  conique,  les  deux  diagonales  AC  et  BD  et  la 
droite  00'  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
(ici  les  deux  centres  de  similitude)  forment  un  triangle  auto- 
polaire par  rapport  à  la  conique. 

Le  quadrilatère  ABCD   étant  circonscrit  aux  deux  cercles, 
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le  ti'iaugie  eu  question  est  conjugué  par  rapport  aux  deux 
cercles,  d'où  le  théorème. 


K 

C 

La  droite  EF,  qui  joint  deux  points  de  contact  sur  0'  de 
tangentes  d'espèces  diflférentes,  étant  polaire  du  point  D, 
passe  évidemment  par  le  pôle   a   de  la  droite   BD. 

Remarque.  —  La  figure  proposée  jouit  encore  de  la  propriété 
suivante,  facile  à  démontrer  : 

Le  quadrilatère  ABCD  ed  inscriptihle  à  une  circonférence 
concentrique  à  celles  qui  passent  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes intérieures  et  par  ceux  des  tangentes  extérieures. 

En  représentant  00'  par  d,   les  rayons  sont  respectivement: 

-\/d'  ■+■  4RR'  ;     -\/d'  -  4RR' ;     -d. 
222 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  M""  V"  F.  Prime  et  M.  Davidoglou. 

QUESTIONS  PROPOSÉES  (^) 

627."^  Soient  : 

0.  O^.  0„.  Or.,  le  cercle  inscrit  et  les  cercles  exinscrits  à  un 
triangle   ABC, 

1,  le  centre  radical  des  cercles   0^,  0»,  Oc, 
Ia,  le  centre  radical  des  cercles   0,  0„,  Oc, 
Ib,  le  centre  radical  des  cercles   0,  0^,  Oc, 
le,  le  centre  radical  des  cercles   0.  0,^.  ()„. 

(*)  Je  prie  les  correspondants  que  ces  questions  intéressent  de  vouloir 
i)ien  m'adiesser  le  plus  rapidement  possible,  après  l'apparition  du  numéro, 
les  solutions  des  questions  proposées.  De  cette  façon,  les  solutions  seront 
publiées  peu  de  temps  après  la  position  de  la  question.  G.  L. 
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Montrer  que  : 

1°  Le  triangle  lil^Ic  est  semblable  au  triangle  formé  par 
les  centres  des  cercles    0^.  Og,  Or.,    et  le  rapport  de  similitude 

de  ces  deux  triangles  est  -  • 

2°  Le  point  I  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle   IaTbTc  .  (E.-N.  Bariskn.) 

628.  —  On  donne  sur  une  circonférence  :  1°  deux  points 
A.  B  et  leurs  symétriques  A',  B'  par  rapport  à  un  diamètre; 
2°  une  droite  CD,  perpendiculaire  à  ce  diamètre.  On  joint  A 
et  B  à  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  ;  BM 
rencontre   CD,   en    E;    AM   rencontre   CD.    en   G. 

Démontrer  que  les  droites  B'Ct,  A'E  se  coupent  sur  la 
circonférence.  (Alfred  Champion.) 

629.  —  Soit  BAC  un  triangle  isoseèle  (AB  =  AC);  aux 
points  B.  C  on  élève  aux  côtés  BA,  CA  des  perpendiculaires 
qui  se  coupent  en  D.  Soit  M  un  point  arbitrairement  choisi 
sur  la  base  BC;  par  M,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés 
AB,  AC  et  aux  droites  BD,  CD.  On  forme  ainsi  deux  parallé- 
logrammes  MAPQ.  MDRS. 

Démontrer:  1°  Que   PQ,  RS   se  coupent  sur  BC; 
2°  Que  les  droites  :  AM,  RS,  d'une  part;  DM,  PQ,  d'autre 
part,  sont  rectangulaires.  (G.  L.) 

630.  —  On  considère  une  circonférence  F  et  un  point  A, 
fixe.  Soit  M  un  point  mobile  sur  F;  la  tangente  en  M 
rencontre  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AM  en  un 
point  I   dont  ou  demande  le  lieu  géomérique.  (G.  L.) 

631.  —  Autour  d'un  point  A,  on  fait  tourner  une  trans- 
versale qui  coupe  une  circonférence  F  aux  points  M,  M'; 
soient  w,  œ'  les  centres  des  circonférences  qui,  passant  par 
A,    touchent   F,    respectivement  aux  points    M,  M'. 

1°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  MM' 
cjco'; 

2°  Démontrer  que 

arcAM  4   arc  AM' =  arc  MM'.  (G,  L.) 
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632.  —  On  considère  une  circonférence   F   et  un  point  A. 
Démontrer  que,  à  ce  point  A,   correspond  une  droite  a  telle 

MA-  ,,     ,,  . 

{{ue  le  rapport  ^rj^j-    reste  constant.    M    désignant  un  point 

([ueicouque  de    F,    MH    étant  la  distance  de  M  à  la  droite   v.. 

(G.  L.) 

633.  —  On  donne  une  circonférence  de  cercle,  la  tangente 
en  7)1  à  cette  courbe,  et  deux  points  a,  b  sur  cette  droite.  Les 
droites  qui  joignent  un  point  quelconque  c  de  la  circon- 
férence aus.  points  a  et  b  rencontrent  de  nouveau  la  circon- 
férence en  p  et  q  :  démontrer  que  les  droites  mp,  mq 
interceptent,  sur  une  parallèle  à  la  tangente  donnée,  un  seg- 
ment qui  est  de  grandeur  constante,  quelle  que  soit  la  position 
de   c   sur  la  circonférence.  (Mann/wini.) 

634.  —  On  donne  les  trois  points  a,  b,  c  sur  une  droite. 
Quel  est  le  lieu  d'un  point    m,   tel  que 

I  I  , 

H r   —  CODSt. 


tg  bma       tg  cmb 

(Mannlieim.) 

635.  —  Soient  À',  B',  G'  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  A  qui  passe  par  les  deux  points  de  Brocard  d'un 
triangle  ABC  avec  les  côtés  de  ce  même  triangle;  désignons, 
par  a,  p,  Y,  les  distances  algébriques  des  points  A',  B',  G'  au 
premier  point  de  Brocard  et  par  pa,  jh,  p,-  les  distances  algé- 
briques des  sommets  du  triangle  à    A.    On  a  la  relation 


I 


?    1        b' 


i  I 

■PO  '['Pc 


.y-pr       y..pa 
(Louis  Bénézech.) 


G. 


636.  —  On  donne  deux  points  (ixes  A  et  B.  1°  Déterminer 
sur  une  droite  AX,  menée  par  A,  deux  points  G,  D  tels  que 
BG  X  BD  ait  une  valeur  donnée  m'^  et  qu'en  même  temps  AB 
soit  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  GBD.  2*>  Quel  est  le 
lieu  des  points   G   et  D   lorsque   AX   tourne  autour  de  A? 

Mêmes  questions  en  supposant  que  AB  doive  être  la  bis- 
sectrice intérieure  de  l'angle   GBD.  (Bernés,) 
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637.  —  Ou  donne  un  angle  A  et,  sur  l'un  des  côtés,  un 
point  fixe  B.  Lieu  de  M  tel  que  le  rayon  qui  passe  par  B 
dans  le  cercle  ABM  fasse  un  angle  donné  a  avec  l'isogonale 
AX  de  AM  relativement  à  l'angle  A.  Cas  ou  a  est  droit. 

(Bernés.) 

638.  —  Dans  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  on  trace  deux 
droites  isogonales  variables  dont  l'une  rencontre  BG  en  M  ; 
trouver  le  lieu  du  point  P  où  l'autre  droite  est  rencontrée  par 
le  rayon  Bco  du  cercle    ABM.  (Bernés.) 

639.  —  Dans  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  on  trace  deux 
isogonales  variables  dont  l'une  rencontre  en  M  la  circonfé- 
rence ABC.  Trouver  le  lieu  du  point  P  où  l'autre  droite  est 
rencontrée  par  la  circonférence  qui,  passant  par  A  et  B,  a 
son  centre  sur  BM.  (Bernés.) 

640.  Par  le  milieu  C  d'une  corde  fixe  AB  d'un  cercle  0 
on  trace  de  part  et  d'autre  de  GA  deux  rayons  vecteurs  CM, 
Cm  également  inclinés  sur  GA.  1°  Démontrer  que  la  corde  M?h 
passe  par  un  point  fixe  Q,  et  que  les  cercles  QCM,  QGm  sont 
orthogonaux  au  cercle   0.  2°  Lieu  du  centre  du  cercle  GMw. 

(Bernés.) 

641.  —  Dans  un  quadrilatère  ABCD,  AC,  BD  se  coupent 
en  M,  AD,  BG  en  P,  AB,  CD  en  Q.  1«  Montrer  qu'il  y  a,  sur 
chaque  côté  du  triangle  MPQ,  sur  MP  par  exemple,  un 
point  q,  et  un  seul,  tel  que  ce  côté  soit  bissectrice  intérieure 
ou  extérieure  de  chacun  des  angles  AçB,  CqB  sous  lesquels, 
de  q,  on  voit  les  côtés  qui  passent  par  Q.  2°  Dans  le  cas  où 
ABCD  est  inscriptible,  faire  voir  que  les  quadrilatères  ADMq, 
BGMç,  BDP(/,  GAPç  sout  aussi  iuscriptibles  et  que  çA.çB 
==  çG.çD  =  fyM.fyP.  (Bernés.) 


Enn.vTLM.  —  Page  96,  il  faut  renverser  le  deuxième  rapport  de  la  dernière 
ligne. 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DBS  CHEMINS  VE  FER. 
IMPRI-MERIE  CHAIX,  RUE  BERGÈRE,  20.  l'ARIS.  —  83.S0-4-9S. 
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LA   TRANSFORMATION   DE   BOSCOVIGH 

Par  M.  E.-H.  L<aujs^lej,  M.  A.,  professeur  de  malbématiques, 
Bedford  (Angleterre). 


Dans  la  Mathematical  Gazette  (avril  1894),  M.  Langley 
(le  rédacteur)  donne  un  intéressant  aperçu  d'un  cercle  signalé 
pour  la  première  fois  par  Boscovich  (*),  et  appelé  quelquefois 
le  cercle  excentrique.  Dans  le  mêrae  recueil  (décembre  1894), 
M.  Langley  montre  comment  on  peut  exposer  la  méthode  de 
Boscovich,  en  la  présentant  comme  une  introduction  aux  trans- 
formations générales.  Nous  reproduisons  ici  les  parties  prin- 
cipales de  son  article  (**). 

1.  Définition.  —  Soient  AB  (fig.  1)  une  droite  fixe,  S  ef  0 
deux  j)oints  fixes,  SP  et  OQ  un  couple  quelconque  de  parallèles 
passant  par  S  et  0.  Si  OP,  SQ  se  coupent  sur  AB,  on  dit  que 
les  points  1?  et  Q  se  correspondent. 

Si   Z   est  le  point  d'intersection  de   OP,  SQ,   on  a 
SP  :  OQ  :=  SZ  :  QZ. 

Donc,  si  Q  devient  infiniment  voisin  de  AB,  le  point  P 
s'éloigne  à  l'infini. 

En  raison  de  cette  propriété,  AB  est  appelée  la  droite  de 
fuite. 

2.  Théorème.  —  Si  P  décrit  une  droite  PH  rencontrant 
la  droite  de  fuite  A  B  en  H,  Q  décrit  une  droite  LQ,  parallèle 
à  SH. 

Par  0  menons  une  parallèle  à  PH  (fig.  4).  Si  L  est 
sou  point  de  concours  avec  AB,  L  est  un  point  fixe. 
Joignons   LQ. 

{*)  Elementa  Universœ  Mulhescos,  tome  III,  Rome,  1754. 

(•*)  Nous  devons  cette  traduction  à  l'obligeance  de  M.  Mackay,  profes- 
seur à  Edimbourg;  nous  lui  adressons  ici,  à  ce  propos,  tous  nos  remer- 
ciements. [.G.L.\ 
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De  la  similitude  des  triangles  OLZ, 
OZQ  aux  triangles  PHZ,  PZS ,  on 
déduit  : 

:  ZO  =  HZ  :  ZP 
:  ZQ  =  ZP  :  ZS 
:  ZQ  =  HZ  :  ZS. 

LZQ  =  HZS, 
ZLQ^ZHS. 
Par  conséquent,    Q   appa' tient  à  une 
droite  fixe   LQ,   parallèle  à   SH. 
De  là  on  tire  cette  conclusion  : 
Des  droites  qui  se  correspondent  sont  telles 
que  chacune  est  le  lieu  d'un  point  qui  cor- 
respond à  un  point  sur  l'autre. 


3.  —  1°  Au  lieu  de  suivre  la  marche  ci-dessus,  il  est 
évident  que  l'on  pourrait  d'abord  donner  la  définition  suivante 
des  droites  correspondantes  : 

Soient  AB  une  droite  fixe,  0  et  S  deux  point'i  fixes' quelconques, 
HP,  LQ  deux  droites  quelconques  menées  des  points  B.  et  L  sur 
AB.  et  parallèles  à  OL,  SH;  les  droites  HP,  LQ  sont  corres- 
pondantes. 

(2°)  Ensuite,  on  pourrait  établir  le  théorème  suivant  ; 

Lorsqu'une  droite  PH  passe  par  un  point  fixe  P,  la  droite 
correspondante  LQ  passera  par  un  point  fixe  Q  tel  que  'à?  et 
OQ   sont  parallèles. 

(3°)  Enfin,  on  pourrait  définir  des  points  correspondants 
comme  les  jjoints  d'intersection  des  d7'oites  correspondantes. 

Le  procédé  pour  déduire,  d'une  droite  donnée  PH,  la 
correspondante  LQ,  est  appelé  révei'sion;  pour  distinguer 
entre  la  droite  originale  PH  et  la  droite  dérivée  LQ,  on 
appelle  LQ  le  revers  de  PH,  et  PH  Vobvers  de  LQ.  On  doit 
observer  que  ce  rapport  n'est  pas  strictement  réciproque,  sauf 
quand    0  et  S  coïncident. 

4.  —  Un  angle  donné  peut  par  réversion  devenir  un  angle  d'une 
grandeur  donnée  quelconque. 
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Soient  a,  h  les  points  où  les  côtés  GB,  CA.  {fig.  2)  de 
l'angle  donné  BCA  rencontrent  la  droite  de  fuite,  'et  soit  S 
un  point  quelconque  sur  l'arc  aSb  capable  de  l'angle  donné. 

Par  0,  traçons  les  parallèles  à  aC,  feC  jusqu'à  leur  rencontre 
avec  la  droite  de  fuite  en  a',  h' .  Par  a',  b'  traçons  a'Q!,  b'Q/ 
parallèles  à   Sa,  S6. 

L'angle  a'Cb',  qui  est  le  revers  de  l'angle  aG6,  aura  la 
grandeur  donnée. 

5.  —  Un  triangle  donné  peut  par  réversion  devenir  un  triangle 
équilatéral. 

Soient  a,  b,  c  (fig.  2  )  les  points  où  les  côtés  BG,  GA,  AB 
du  triangle  donné  rencontrent 
Idi  droite  de  fuite.  Soit  S  le  point 
d'intersection  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  équila- 
téraux  sur  ab,  bc. 

Par  0,  traçons  les  parallèles 
à  BG,  GA,AB  jusqu'à  leur  ren- 
contre avec  la  droite  de  fuite  en 
a',  b',  c'.  Par  a',  b',  c'  traçons 
B'G',  G'A',  A'B'  parallèles  à  Sa,  o' 
86,  Se. 

Le  triangle  A'B'G',  qui  est  le 
revers  du  triangle  ABC,  sera 
équilatéral. 


6.    —    Un  quadrilatère  peut 
par  réversion  devenir   :     \°  un 


Fig.  2. 


parullélogramme ;    2"   ua    rectangle;    3°    un   carré. 

1°  Soit  E  l'intersection  des  droites  AB,  GD;  F  celle  de 
BG,  DA. 

Pour  toutes  les  positions  de  S,  le  revers  du  quadrilatère 
est  un  parallélogramme,  si  par  réversion  EF  passe  à  l'infiui. 

2"  Si  S  est  un  point  quelconque  sur  la  circonférence  oui 
a  EF  pour  diamètre,  le  revers  du  quadrilatère  sera  un  rec- 
tansfle. 
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3°  Si  les  diagonales  AG,  DB  coupent  EF  en  H,  K,  et  si 
S  est  un  des  points  d'intersection  des  cercles  de  diamètres 
EF,  HK,  les  diagonales,  aussi  bien  que  les  côtés  adjacents, 
du  revers  du  quadrilatère  seront  rectangulaires. 

7.  —  Les  tangentes  subissent  réversion  en  tangentes. 

Par  conséquent,  toutes  les  propriétés  de  pôles  et  de  polaires 
peuvent  subir  réversion. 

8.  —  Le  rapport  anharmonic/ue  d'un  faisceau  se  conserve  après 
réversion. 

Si  les  rayons  d'un  faisceau  dont  le  centre  est  P  rencontrent 
la  droite  de  fuite  en  a,  b,  c,  d,  et  les  rayons  correspondants 
menés  par  Q,  le  revers  du  point  P,  rencontrent  la  droite  de 
fuite  en  a',  b',  c,  d',  on  a 

Q  {a'b'c'd')  =  S  iabcd), 
=  P  (abcd). 

9. — De  là  on  déduit  la  propriété  anharmonique  d'une  conique. 

Si  l'on  prend  S  pour  foyer,  et  la  directrice  pour  droite  de 
fuite,  une  conique  peut  par  réversion  devenir  un  cercle. 

Par  suite  aussi,  une  conique  peut  par  réversion  devenir  une 
conique. 

10.  —  Si  l'on  prend  la  polaire  de  S  pour  droite  de  fuite,  une 
conique  subit  réversion  en  une  conique  dont  le  centre  est  0. 

LA  LUISON  ENTrtE  LA  RÉVERSION  ET  LA  PROJECTION  PERSPECTIVE 

^  Du   côté   de    la   droite   de    fuite    AB 

I  p    (fg.  3),  opposé  à   0,   et  à  une  distance 

)         .^      égale,  menons  une    droite   parallèle    à 
)^l  ^''  /        AB.  Si  OP  coupe  cette  parallèle  en   K, 
/-'T'^-yU        «t  si  KU,  menée  parallèleà  SQ,  coupe 
""p{^^      '     /  SP  en  U,   nous  aurons 

"~^^..y'  SU:SP  =  ZK:ZP 

S  =  OZ  :  ZP 

=  OQ:SP; 
^  de  SU  =  OQ. 

Pig,  3,  Par  conséquent,  le  lieu  de  U  est  une 

courbe  égale  à  celle  décrite  par  le  point  Q. 


0 


I 
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Mais  U  est  la  projection  perspective  de  P,  S  étant  le 
centre  et  HK   l'axe  de  perspective. 

Si  0  et  S  coïncideuf,  alors  la  transformation  de  Boscovich 
sera  absolument  identique  avec  la  projection  perspective.  Il 
faut  seulement  choisir  l'axe  de  perspective  du  côté  de  la  droite 
de  fuite  opposé  au  centre   S   et  également  éloigné. 


SUR  LA  RECTIFICATION  APPROCHÉE 

DU    CERCLE 
M.  Ant.  Pleskot,  professeur  à  l'École  réale  tchèque  (de  Prague). 


Dans  le  numéro  d'avril  du  Journal,  M.  d'OcAGNE  expose  une 
rectification  approchée  du  cercle,  qui  s'obtient  en  construisant 
géométriquement  \/2,  \/3  et  eu  ajoutant  les  segments  ainsi 
obtenus.  L'erreur  de  cette  construction  est,  environ,  les  cinq" 
millièmes  du  rayon,  pour  la  dernière  cir- 
conférence. J'ai  trouvé  et  publié  dans 
le  Càsopis  pro  pèsovàni  mathematiky  a 
f'ysieky,  une  construction  très  simple; 
l'erreur,  dans  cette  construction,  est 
plus  faible  que  les  deux  dix-millièmes, 
dans  les  mêmes  conditions. 

Soit  K  le  cercle  de  centre  0  et  de 
rayon  r  =  i .  De  l'extrémité  m  d'un 
diamètre  quelconque,  traçons  un  cercle 
de  rayon  /•,  coupant  le  cercle  K  aux 
points  a,  h.  Du  point  s,  qui  est  le 
point  d'intersection  de  la  droite  ab  et 
du  diamètre  km,  prenons  sur  le  dia- 
mètre   si  =  2ah;   et  sur  Ih  prenons  Iv  =  2r.   La  longueur 

de  la  droite  vb   donne  approximativement  la  valeur   —  • 

Démonstration  : 

sb  ~  —  >         si  =  2^3; 
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v/5  I 


2 


donc  Ib  =  \sb^  +  5?  = 

et,  par  suite,  vo  = 2  ; 

ou  2.u6=\/5i— 4  =  3, 141 4284... 

or,  X                     =3, 1415926... 

finalement  z  —  2vb  <  0,0001642. 


NOTICE  HISTORIQUE  SUR  Là  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  Anbry. 

(Suite,  voir  page  105.) 


L'Almageste  de  Ptolémée  contient  la  solution  de  beaucoup  de 
problèmes  particuliers  et  une  table  de  cordes  pour  tous  les  arcs 
delà  circonféreoce  de  trente  en  trente  minutes,  avec  les  tren- 
tièmes des  différences,  pour  l'interpolation.  Il  divise,  comme 
aujourd'hui,  la  circonférence  en  trois  cent  soixante  parties, 
celles-ci  en  soixante  minutes,  etc.  Les  fractions  décimales 
n'étaient  pas  encore  inventées  ;  il  emploie  également  des 
divisions  sexagésimales  pour  les  longueurs,  et  leur  donne  les 
mêmes  noms  :  le  demi-diamètre  est  divisé  en  soixante  par- 
ties, etc.  (*).  Ainsi  la  corde  correspondant  à  l'arc  de  45'  est 

47  8 

47'8",  ou     --^ 1 7 du  rayon. 

^'  3  600       216000 

Il  n'emploie  pas  les  sinus,  mais  les  cordes,  et  résout  les 
triangles  en  les  décomposant  en  triangles  rectangles;  chaque 
question  nécessite  une  solution  particulière.  Quanta  la  manière 
dont  il  constitue  sa  table,  elle  mérite  une  mention  plus  com- 
plète. Il  s'agit  de  trouver  la  corde  correspondant  à  l'arc  de  3o'. 
"Voici  comment  il  y  parvient. 


(*]  Cette  numération  incommode  a  subsisté  jusqu'à  la  fin  du  xvi'  siècle  : 
Rheticus,  Stevin,  Viète  et  Neper  ont  par  leurs  travaux  imposé  l'usage  de 
la  numération  décimale. 
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Soient  la  demi- circonférence  ABr  (fi  g.  5)  et  AB  le  rayon  per- 
peniiculaire;  prenoîis  le  milieu  E  de  Ar  et 
EZ  =  EB  :  Z A  es^  /e  côté  du  décagone  et  BZ 
celui  du  pentagone. 

De  là,  comme  AE  —  So"  et  AB  =.  6o% 
ona  AZ  — 37°4'55"  pour  le  côté  du  déca- 
gone, et  BZ  =  70°  32'  3"  pour  celui  du 
pentagone.  On  sait  d'ailleurs  que  ceux  de  l'hexagone,  du  carré 
et  du  triangle  équilatéral  sont  respectivement  60°,  84° 5  i '  i  o" 
et  io3°55'23".  Les  cordes  des  suppléments  de  la  demi- 
circonférence  se  déduisent  facilement  de 
celles  ci. 

11  donne  ensuite  son  célèbre  théorème  (*)  : 
le  rectangle  des  diagonales  d'un  quadrilatère  ins- 
crit est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés 
opposés,  qu'il  démontre  en  menant  par  un 
des  sommets  B  (fig.  6)  une  droite  BE  fai- 
sant avec  le  côté  BA  un  angle  égal  à  ABT. 
D'après  cela,  connaissant  les  cordes    AB,  Ar 


Fig.  G. 

(fig.  7;,  on 


à  j^  ^  £  Z  r 

Fig.  7.  Fig.  8. 

pourra  déduire  la  corde  AB,   puisqu'on  a 

AB.Ar  +  rB.AA  =  Ar.AB. 

Donc,  comme  on  connaît  les  cordes  de  72"  et  do  60°,  on 
aura  celle  de  1 2°, 

Connaissant  la  corde  BF  {fis,.  ^)  on  aura  de  cette  façon  celle  de 
Varc   AT   moitié  moindre.  Abaissom  la  perpendiculaire  AZ,   on  a 


(«) 


zr  =^  -(AB  -  Ar),       TA^  =  Ar.rz. 


En  effet,  prenons  AE  =  AB,  on  aura  BA  =  AE  =  AT  et 
EZ  =  zr.  Or  Er=:  Ar  —  AB  .-  de  là,  la  première  relation  (a). 
La  seconde  se  tire  de  la  similitude  des  triangles  AaZ,  ATZ. 

On  connaît  la  corde  de  12°,  on  en  tirera  ainsi  successive- 


(*)  Carnot  a  observé  que,  du  théorème  do  Ptolémée,  on  peut  déduire 
oute  la  trigonométrie  rectiligne. 
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ment  celles  des  arcs  de  6°,  3°,  i°3o',  45'.  Ces  deux  dernières 
sont  égales  à  i°  34' i5"  et  o°47' 8". 

De  la  connaissance  de  la  corde  de   i°3o',  on  tirera  celle 
des  cordes  de  3°,  de  4°  3o',  etc.,  par  le  théorème  suivant  : 

Soient  les  arcs  AB,  BF   (fig.  9),  on  a 

BA.rE  =  Br.EA  +  Ar.EB, 
d'oii   AT. 

Il  reste  à  trouver  les  cordes  de  3o',  i",  2°,  2°  3o',  etc.  On  y 
arrivera   avec  une   certaine    approximation,   au    moyen   du 


Fig.  9.  Fig.  40. 

lemme  suivant  :  De  dev^  cordes  Br,  BA  (fig.  10),  la  plus 
g?'ande  est  à  la  plus  petite  en  moindre  raison  que  les  arcs.  En 
effet,  soit  A  le  milieu  de  l'arc  supplémentaire  AF;  on  a 
FE  >  EA,  EA  >  AZ;  donc  le  cercle  décrit  du  rayon  AE 
coupe  la  bissectrice   AZ   en   T   au  delà  de   Z.   Or 

seet.  AET  >  tri.  AEZ,  tri.  AEA  >_sect.  AEH, 

EZ  _  tri.  AEZ       sect.  AET        ZAE 

1a  ~ 

ZA 

EA 

FE 

ÊI 


donc 


d'oîi 


et  de  là        =rr  = 


tri.  AEA 
EZ  +  EA 

ËI 
ZA  +  EA 


< 


< 


sect.  AEH       eaA 
ZÂÈ  +  ÊÀl       fÂl 


EA 


< 


EAA__ 
FAÂ  4-  EAA 


EAA 

FAE 


Or  on  a 


donc 


FE  _  FB 

FB        arc  FB 
BA  ^  arcBA' 


FBA 


EAA 
arc  FB 


EAA. 


BDA       arc  BA 


Donc,  si  AB  est  la  corde  de  45'  et  AF  celle  de  1°,  comme 
AB  =  o°47'8",  on  aura  FA  <  i°2'5o".  Si  AB  est  la  corde 
de  1°,  et  AF  celle  de  i-'So',  on  aura  AF  =  i°34'  i5";  donc 
AB  >  i0  2'5o''. 
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A  rapproximation  adoptée  par  Ptolémée,  les  deux  limites 
de  la  corde  de  i°  sont  égales;  il  prend  la  limite  commune 
pour  la  valeur  cherchée,  et  en  tire  celle  de  3o'. 

On  construit  alors  la  table  de  3o  en  3o  minutes  jusqu'à  1 80°, 
en  prenant  les  trentièmes  parties  des  différences,  ce  qui  per- 
met d'obtenir  sensiblement  les  valeurs  des  cordes  de  minute 
en  minute.  On  vérifie  à  mesure  à  l'aide  des  théorèmes  donnant 
les  cordes  des  suppléments  ou  de  la  somme  ou  de  la  différence 
des  cordes  déjà  obtenues. 

A  titre  de  curiosité,  nous  reproduirons  le  commencement 
et  la  fin  de  la  table  de  Ptolémée  en  caractères  grecs  m  odernes. 
Nous  rappelons  que,  dans  la  numération  grecque,  les  unités 
sont  représentées  par  les  lettres  a,  jB,  y.  5,  s,  a,  C,  '(\,  0;  les 
dizaines,  par  les  suivantes:  >.,  x,  l,  p.,  v,  ;,  0,  t:,  Ç;  les  centaines, 
par  celles-ci  :  p,  etc.,  do  sorte  que  1 79,  par  exemple,  s'écrit  ioO. 

Kavoviov  T(ov  ev  xuxXoj  suOcicov, 
Ilepiçspsicov  euOstojv  £;-r|X0T7a)v 

uoiptov  M       n       A  M     n     A     T 

0  ).'  0  ),a  v.z  o         a         p        V 


?  V  o         Ci         {i 


y 


p  0  s  |ji  o  a         p         V 


POY] 

poe 

po9 

PTC 


piO 

v6 

X 

pcô 

v9 

!^ 

plV 

09 

vc 

px 

0 

0 

(A  suivre.} 


EXERCICES   DIVERS 

ParAusr.  noutîn 


387.  —  Calculer  u„,   sachant  que 

Uo  =  b,      Ui  :=  X,.  . .      u„  =  xu„_,  ±  U„_2. 

On  trouve  î/„  =  a;"  ~:  (6  +  n  —  2  )a;"~"  +  . . . 

M,,   satisfait  à  l'équalion  différenlielle: 

[(26  —  i)x^±  2b{b-\-  i)]  -7-7-+  ^^  ~^ "1(2^  —  il»  4-  4  —  2<^]//„=0. 
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Les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  easemble,  les  signes  inférieurs 
également. 

Cette  équation  différentielle  donne  le  moyen  d'avoir  aisément  la  loi 
des  coefficients. 

Pour  plus  de  généralité,  on  peul,  dans  les  formules  précédentes,  rem- 
placer X  par  X  -{-  a. 

388.  —  Calculer  u„  sachant  que 

Uo   =    I,       Ui   =  X  ±    l,...       U„   =  XUn-i   —   U„_2. 

On  trouve         w„  =  a;"  ±  a;""'  _  (n  —  i  )  a;"~^  ±  . . . 
u^^  satisfait  à  l'équation  différentielle  : 

qui  permet  d'obtenir  aisément  la  loi  des  coefficients. 
Dans  ces  formules,  les  signes  doivent  être  pris  parallèlement. 
Pour  plus  de  généralité,  on  peut  y  remplacer  x  par  x  +  a. 

389.  —  Enveloppe  de  la  droite  symétrique  de  la  tangente  au 
sommet  d'une  parabole  par  rapport  aux  autres  tangentes. 

On  trouve  un  cercle  dont  le  centre  est  le  foyer  et  qui  passe  par  le 
sommet. 

390. —  Dans  un  triangle,  M  e/ M^  étant  deux  points  inverses, 
To,  Tb,  Te,  v'a,  Tb,  ré,  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
MBC,  MA.G,  MAB,  M^BG,  M^AG,  M^AB.  Démontrer  la  relation  : 

a        b        c        a        b        e 

-I —  =  -,  +  -  + 


On  a 


To        Tb         Vc        l'a         Tf,         r^. 
a 

*'""           MBG            .    MGB* 
cotg  +  cotg 

2  2 


391.  —  Le  plan  étant  partagé  en  une  infinité  de  triangles  équi- 
latéraux  formant  cari^elage,  on  ne  peut  y  placer  un  carré  dont  les 
sommets  coïncident  avec  des  sommets  de  ces  triangles. 

392.  —  On  partage  la  suite  naturelle  des  nombres  en  tranches 
contenant  la  premièi^e  un  nombre,  la  seconde  trois,  . . .  la  ii%  3""' 
nombres.  La  somme  des  nombres  de  chaque  tranche  est  un  carré. 

393.  —  D'un  point  M  du  plan  d'un  triangle,  on  abaisse  les 
perpendiculaires  MHaïlbHc,  MHbHlHé,  MHé'H'aH'b ,  sur  les  côtés 
BC,  GA,  AB  et  rencontrant  respectivement  les  côtés  en  Ha ,  Hb ,  ... 
Démontrer  qu^  : 
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1"  Si  Sj ,   Si ,   S" ,   sont  respectivement  les  aires  des  triangles 
HaH'bHc  ,   HftHcHa ,   HcHaHb  ,   on  a  entre  ces  aires  la  relation  : 
St  —  (Si'  -4-  S")  cos  A.  cosB  cosC. 

2°  Le  lieu  des  points  M  tels  que  Hb ,   Hé ,   Ha  soient  en  ligne    ^ 
droite  est  une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence.  Le  lieu 
des  poiîits  M,  tels  que  Hc ,  H^  ,  H'^  soient  en  ligne  droite,  est  une 
seconde  conique,  analogue  à  la  précédente. 

3°  Les  deux  coniques  en  question,  en  dehors  des  sommets  du 
triangle,  ont  un  quatrième  point  commun,  le  point  de  Tarry. 

Si  X,  y,  s,   sont  les  coordonnées  normales  de   M,    on  a  : 
2S1  :==■  yz  sin  A  +  a;s  sin  B  +  xy  sin  C, 
2S1  cos  A  cosB  cos  G  =  yz  sin  G  cosB  +  xz  sin  A  cosC  +  xy  sinb  cos  A. 
2S1  cos  A  cosB  cosC  =  yz  sinB  cos  G  +  xz  sin  G  cos  A  +  xy  sin  A  cosB. 

Les  coniques  dont  il  est  question  au  §  2°  sont  les  transformées  par 
points  inverses  de  deux  droites  remarquables  déjà  rencontrées  [J.  M.  E., 
année  1892,  p.  158,  Ex.  n°  238).  Ces  coniques  sont  simultanément  des 
hyperboles,  des  paraboles  ou  des  ellipses,  suivant  que  cotgô  est  infé- 
rieur, égal,    ou  supérieur  à    \fj.   (  9   angle  de  Brocard  de  ABC.) 


BACCALAUREATS 


Académie  d'Aix  (Facilité  de  Marseille). 

Galculer  sin  2a;  sachant  que   sin  x  —  cos  x  =■  -^» 

Académie  d'Alger. 

BAGGALAURÉAT    COMPLET 

L  —  Étant  donnés  le  rayon  R  de  la  base  d'un  cône  et  sa  hauteur  h. 
à  quelle  distance   x  du  sommet  faut-il  mener  un  plan  parallèle  à  la  base 

(*)  L'équation  proposée,  élevée  au  carré,  donne  immédiatement  le 
résultat  cherché.  L'angle  2X,  correspondant  à  cette  équation,  se  construit, 
très  simplement,  en  observant  que  l'on  a 

24  7 
sm2a;=— ^,         cos  20;  =  — -. 

25  25 

Il  suffit  de  construire  un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  7,  24; 
l'hypoténuse  est  égale  à  25. 

On  construit,  si  l'on  veut,  directement,  l'angle  x,  en  observant  que 
l'équation  proposée  peut  s'écrire 

sin  [x  —  45»)=  —  j  etc. .. 
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pour  que  le  volume  du  tronc  soit  égal  à  deux  fois  celui  de  la  sphère  qui 
aurait  pour  diamètre  la  hauteur  du  tronc? 

II.  —  Trouver  la  latitude  du  lieu  dans  lequel  l'ombre  d'une  tige  verti- 
cale, au  sol&tice  d'été,  et  à  midi  vrai,  a  pour  longueur  la  moitié  de  la 
hauteur  de  la  tige. 

BACCALAURÉAT    CLASSIQUE 

I.  —  Inscrire  dans  un  hémisphère  donné,  de  rayon  R,  un  tronc  de 
cône  dont  le  volume  soit  dans  un  rapport  donné  m  avec  la  sphère  qui 
pour  diamètre  la  hauteur  du  tronc. 

II.  —  Questions  au  choix  :  1°  Établir  les  formules  qui  permettent  de 
calculer  les  angles  d'un  triangle  lorsqu'on  en  connaît  les  côtés. 

2°  Résolution  des  équations  de  la  forme  a  sina;  +  6cosx  =  c,  dans 
laquelle  a,  b,  c  sont  des  nombres  donnés. 

3°  Trois  points  A,  B,  C  étant  donnés  sur  un  plan,  trouver  sur  le  plan 
un  point  0  d'où  les  distances  AB  et  BG  sont  vues  sous  des  angles 
donnés  a  et   p. 

Académie  de  Besançon. 

BACCALAURÉAT    COMPLET 

I.  —  Étant  donné  un  demi-cercle  de  centre  0  de  rayon  R  et  dont  AB 
est  un  diamètre,  on  demande  de  mener  dans  ce  demi-cercle  une  corde 
MM'  parallèle  à  AB,  de  telle  sorte  qu'en  désignant  par  S  le  point  où  la 
tangente  en  M  rencontre  AB  prolongé,  par  MTM'  le  plus  petit  des  arcs 
sous-tendus  par  la  corde  MM',  par  K  et  m  deux  nombres  positifs 
donnés,  on  ait  : 

Vol.  MTM'  +  k  vol.  MOM'  =  m  vol.  SOM; 
vol.  MTM',  vol.  MOM'  et  vol.  SOM    désignant  les  volumes  engendrés 
par  le  segment  de  cercle  MTM',   le  triangle    MOM'   et  le  triangle  MOS 
tournant  autour  de   AB.  —  Discuter. 

Académie  de  Bordeaux. 

BACCALAURÉAT    CLASSIQUE 

I.  —  (a)  Formules  d'addition  pour  le  sinus  et  le  cosinus  ; 

(b)  Démontrer  que  toutes  les  lignes  trigonométriques  de  l'arc   a   s'ex- 

a 
priment  en  fonction  de   tg  -; 

sin  X  ,        .      , 

(c)  Limite  de  quand   x  tend  vers  zéro. 

IL  —  Une  tige  homogène  pesante,  de  poids  P  et  de  longueur  A,  est 
mobile  autour  de  son  extrémité  0.  Au  point  A  est  attaché  un  cordon 
inextensible  et  sans  pesanteur  ABM  qui  passe  sur  une  poulie  infiniment 
petite  B  située  sur  la  verticale  du  point  0  et  à  une  distance  OB  =  h  ; 
au  cordon  est  suspendu  un  corps  de  poids  tt. 

On  demande  :  1°  De  trouver  l'angle  a;{a;  =  AOB)  de  la  tige  avec  la 
verticale,  lorsque  le  système  est  en  équilibre; 

i°  De  démontrer  que  si  7:  est  compris  entre  certaines  limites  (que  l'on 
déterminera),  les  positions  d'équilibre  sont  au  nombre  de  trois. 
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BACCALAURÉAT  COMPLET 

L  —  Étant  donnés  dans  un  plan  trois  points  A,  B,  C  qui  forment  un 
triangle  dont  tous  les  éléments  sont  connus,  déterminer,  dans  l'espace,  le 

MA         MA 
lieu  despoints  M  tels  que  l'on  ait  pour  chacun  deux  :   — -  =  ^Tp  =  ^• 

—  Discussion. 
n.  —  Les  autres  compositions  comme  au  baccalauréat  classique. 

Académie  de  Gaen. 

BACCALAURÉAT   CLASSIQUE 

I           I  -  I 

En  posant  S„  = 1 ^  -h  . . .  +  — — ■ — - 

calculer  les  diverses  valeurs  numériques  que  prend  S^  lorsqu'on  attribue 
à  l'entier  n  les  diverses  valeurs  particulières  r,  2,  3,  4;  trouver,  d'après 
les  résultats  obtenus,  la  formule  générale  qui  donne  la  valeur  de  S„ 
pour  n  quelconque  et  vérifier  ensuite  la  valeur  de  cette  formule  en 
prouvant  que,  si  elle  est  vraie  pour  n  —  k,  elle  l'est  encore  pour 
n  ^  fc  H-  I . 

1.  —  Les  bases  d'un  tronc  de  cône  ont  :  l'une  3  mètres,  l'autre  5  mètres 
de  rayon.  Calculer,  sans  le  secours  des  tables,  et  à  i  millimètre  près,  le 
rayon  de  la  section  menée,  parallèlement  aux  bases,  de  manière  à  partager 
le  solide  considéré  en  deux  troncs  de  cône  équivalents. 

IL  —  Questiom  au  choix:  1»  Déterminer  la  fraction  ordinaire  génératrice 
d'une  fraction  décimale  périodique  mixte. 

2»  Expliquer  l'épure  propre  à  déterminer  l'angle  d'un  plan  quelconque, 
donné  par  ses  traces,  avec  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  faisant 
un  angle  connu  avec  le  plan  horizontal. 

3°  Démontrer  que  le  mouvement  apparent  d'une  planète,  par  rapport  à 
la  terre,  est  tantôt  direct  et  tantôt  rétrograde. 

I.  —Quel  peut  être  lechiUre  des  unités  d'un  nombre  N  dont  le  carré  N* 
se  termine  par  un  6?  —  Faire  voir  que  si  N^  se  termine  par  un  6,  le 
chiflre  des  dizaines  de  N-  est  nécessairement  impair. 

IL  —  Questions  au  choix:  {a]  Recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres; 

(b)  Les  foyers  et  le  grand  axe  d'une  ellipse  étant  donnés,  mener  une 
tangente  à  cette  courbe  par  un  point  donné  dans  le  plan.  Condition  de 
possibilité. 

(c)  Réduire  à  deux  forces  un  système  quelconque  de  forces  appliquées 
à  un  corps  solide. 

Académie  de  Glermont. 

BACCALAURÉAT    COMPLET 

I.  —  Volume  engendré  par  un  triangle  rectangle  tournant  autour  de  son 
hypoténuse;  entre  quelles  limites  peut  varier  ce  volume  lorsque  la 
longueur  de  l'hypoténuse  est  donnée? 

IL  —  Définition  du  jour  solaire  moyen. 

1.  —  Démontrer  que  dans  un  trièdre  une  face  quelconque  est  plus  petite 
que  la  somme  des  deux  autres. 
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II.  —  Déterminer  sur  une  droite  donnée  BG  un  point  M,  de  manière 
qu'un  point  mobile  aille  du  point  donné  extérieur  A  au  point  B,  donné 
sur  cette  droite,  dans  un  temps  donné  t  en  parcourant  la  droite  AM 
avec  une  vitesse  donnée  u,  puis  la  droite  MB  avec  une  vitesse  donnée  V 
—  Discussion. 

BACCALAURÉAT    CLASSIQUE 

I.  —  Questions  au  choix:  [a]  Projection  stéréographique; 

(■6j  Inégalité  des  jours  et  des  nuits; 

(c)  Lois  de  Kepler.  Inégalité  des  saisons. 

IL  —  On  donne  dans  un  triangle  rectangle  la  somme  l  de  l'hypoténuse 
et  de  la  hauteur  correspondante  et  la  surface  s.  Calculer  les  trois  côtés 
du  triangle.  Condition  de  réalité. 

Académie  de  Dijon. 

BACCALAURÉAT   COMPLET   ET   CLASSIQUE 

^ ,  ,  ,         .  m^  «- 

I.  —  Démontrer  quel  équation  H +  c  :=  o    a  toujours  ses 

X  —  a       X  —  h 

racines  réelles  (*j. 

IL  —  Dans  un  triangle,  on  donne  un  côté  a  et  les  deux  angles  adja- 
cents B  el  C  (B  <  C).  Oa  demande  d'exprimer  en  fonction  de  ces 
données  :  1°  la  longueur  h  de  la  hauteur  du  triangle  issue  du  sommet 
A  opposé  au  côté  a  ;  2°  la  longueur  m  de  la  médiane  issue  du  même 
sommet;  3°  les  longueurs  p  et  q  de  la  bissectrice  de  l'angle  A  et  de  la 
bissectrice  de  l'angle  extérieur  adjacent  à  celui-ci. 

III.  —  Étant  données  les  équations 

œ^  +  pi'  +  9  =  o,        X-  +  p'x  4-  r/'  =  o. 
Calculer  (a  —  a')  (fJ  —  p')  (?  —  a')  (a  —  |i'j  ;    a,  p,  désignant  les  racines 
de  la  première;   a',  p',   celles  de  la  seconde  {**■. 

IV.  —  Démontrer  la  propriété  de  la  tangente  en  un  point  de  l'ellipse. 

V.  —  Démontrer  que  si  l'on  désigne  par  V  le  volume  d'un  segment 
quelconque,  par  h  sa  hauteur,  par  c  le  rayon  du  cercle  de  la  sphère 
dont  le  plan  est  parallèle  aux  bases  du  segment  et  à  égale  distance  de 
chacune  d'elles,  on  a 


(*)  On  observe  qu'il  y  a  une  racine  comprise  entre  «,  b.  Le  procédé  le 
plus  simple,  pour  l'établir,  consiste  à  rendre  à  l'équation  la  forme  entière, 
et  à  .substituer  a,  b. 

I**]  Lq  fonction  proposée  représente  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  équations  aient  une  racine  commune.  On  sait  que 
celte  condition,  que  l'on  peut  trouver  par  des  procédés  divers,  est 
[q  —  q',^  —  {p  —  p'i  ipq'  —  qp']. 

On  peut  aussi  la  calculer  directement,  en  observant  que  la  fonction 
proposée  est 

(a- +  p'a -+- g')  (p'  +  p'p  +  ç'); 
on  a  une  fonction  symétrique  de  a,  p,  etc.. 
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QUESTION  257  (*) 

Solution,  par  M.  de  Times. 


ABC  étant  un  triangle  donné,  soit  D  le  point  de  contact  avec 
BC ,  du  cercle  inscrit  0  .  On  jwojette  les  sommets  B,  C  en  E, 
F  sur  la  bissectrice  AO  ;  puis  l'on  construit  les ijarallélogrammes 
DEBG,  DFGH. 

Cela  posé:  /°  les  points  B,  G,  G,  H,  appartiennent  à  une  cir- 
conférence ;  2°  le  centre  de  cette  circonférence  et  le  centre  0  du 
cercle  inscrit  sont  également  distants  du  côté  BC.    (E,  Catalan.) 

T   étant  le  point  de  rencontre  de  la  bissectrice   AO   et  du 

côté   BC,    les  triangles   BET ,    ODT   sont  semblables  et  on 

a  la  proportion 

ET  _  BT 

DT  ~  ÔT' 

Il  suit  de  là  que 
les  triangles  EDT, 
OBT  ont  un  angle 
égal  compris  entre 
des  côtés  propor- 
tionnels et  sont 
aussi  semblables. 
On  a  donc 
EDT  =  BOT" 

=^  i"'--  C 

2 

et  la  droite  DE  est 
perpendiculaire  à 
CO  et  joint  les 
points  de  contact 
D,  L  du  cercle 
inscrit.  On  verrait 


(*)  Nous  avons  reçu,  trop  tardivement  pour  pouvoir  les  mentionner, 
deux  solutions  de  la  question  580  (Voir  Journal,  p.  95).  L'une  de  M.  Geor- 
ges Rodriguez,  étudiant  à  MedcUin  (Colombie);  l'autre,  de  M.  A.  Bozal- 
Obejero,  professeur  à  l'Institut  de  Bilbao  (Espagne). 
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de  même  que  la  droite  DF  se  confond  avec  la  corde  de  con- 
tact DN. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  vérifier  que  les  triangles   BDE 
GDF    sont  semblables;  on  a  doue 

55=5|,      ou         DG.DH  =  DG.DB; 

ce  qui  établit  la  première  partie  du  tbéorème. 

On  arrive  encore  au  même  résultat  comme  il  sait  : 
On  a  DB.BG  =  {p-b){p-c), 

et  DG.DH  =  BE.CF  =  6c  sin"  l  A  =(p -b)(p  —  c),  etc. 

2°  Soient   M  et   I    les  milieux  de    BG    et  de    GH    et  par 

ces  points  menons  des  perpendiculaires  respectivement  à  ces 

deux  droites.  Ges  perpendiculaires  se  coupent  au  point  K, 

centre   du   cercle   passant  par  les  points   B,  G,  G,  H  .   Les 

triangles    YMK,  ODT   sont  semblables  et,  pour  établir  leur 

égalité,  il  suffit  de  faire  voir  qu'ils  ont  un  côté  égal,  par 

exemple  que  MV  =  DT  ou  que   MT  =  DV . 

Tvrm       I               OC          a{b  ~  c) 
on  a  MT  =  -  a  -  - — —  =  -i- [  ; 

2  0   +  c  2{0  +  c) 

on  a  aussi  GI  =  ^  GH  =  ^  (BE  -t-  GF), 

ou  GI  =■  -  (b   ^  c)  sin  -  A, 

2  2 

et  DG  =  c  siu  -  A, 

d'où  DI  =  -(b-c)  sin  -  A. 


Or,    DV 


(6  -  c)  cos  -  (B  +  G)  .,         . 

DI  2  a(b  —  c) 


cos.IDV  I    _,         ^^  2(6  +  c) 

2  cos  -  (B  —  G) 

2 


les    valeurs  de    MT    et  de  DV   étant  égales,  on  en  conclut 
réaralilé  des  droites   MK   et  OD  . 
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QUESTION   561 

Solution  par  M.  H.  Dellac. 


Démontrer  que  deux  triangles  sont  semblables  lorsque  les  cosinus 
de  leurs  angles  sont  propo?iionnels.  (H.  Dellac.) 

Entre  les  angles  d'un  triangle,  on  a  la  relation 
S  +  2P  =   I 
en  posant 
S  =  cos'A  +  cos'^B  +  cos'C,        P  =  cos  A.cosB.cosG. 
On  a,  par  hypothèse, 

cos  A        cosB        cos  0  _  , 
cos  A'       cos  B'       cos  G' 
Donc,  en  substituant, 

X^S'  +  2P'X3  =  I. 
Mais  on  doit  avoir  aussi 

S'  4-  >.P'  =  i; 
éliminant  S',  on  a 

X2  _  I  +  2X«P'(X  -  i)  ^  o. 
On  *fOuve  d'abord   X  —  i  ;   à  cette  solution  correspond  la 
simili, ude  des  deux  triangles. 

Reste  à  faire  voir  que  les  autres  solutions  ne  peuvent  con- 
venir. Elles  sont  données  par  l'équation 
2P'X*  -H  X  +   I   =  0. 
D'abord,  les  racines  de  cette  équation  sont  toujours  réelles. 
En  effet,  le  discriminant    i  —  8P'   est  positif,  le  produit   P' 
étant  maximum  lorsque  les  trois  angles  sont  égaux;  alors  les 

cosinus  sont  égaux  à  —  • 

Supposons  que  les  trois  angles  A',  B',  G'  soient  aigus;  P' 
est  positif,  et  les  deux  racines  sont  négatives.  Elles  donnent 
pour   A,  B,  G  trois  angles  obtus,  ce  qui  est  impossible. 

Supposons  que  le  triangle  A'B'C'  ait  un  angle  obtus;  il  ne 
peut  en  avoir  davantage. 

Alors  P'  est  négatif,  et,  en  posant   P'  =  —  Pi .    l'équation 

devient 

/■(X)  =  2PiX^  _  X  -  I  =  o. 
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Cette  équation  a  une  racine  négative  qui  ne  convient  pas 
nous  avons  vu  pourquoi.  Démontrons  que  la  racine  positive 
1  ne  convient  pas  non  plus. 

Pour  qu'elle  convînt,  il  faudrait  que  l'on  eût  simultanément 
X^  cos^A'  <  I ,     l^  cos^B'  <  ] ,     l^  cos^C  <  i , 


sfi 


d'où  X^S'<3,        ''•<\/s7 

Je  dis  que  cette  dernière  condition  n'est  pas  remplie.  Un  a 
/    /T\       6P,  -  S'  -  /3S^ 

'\yw)  =  — s^ — 

et  comme  2P1  =  S'  —  i, 

oS'_3-v/3S' 


s/î)^ 


il  vient  f  \  \/  cr  1 

Comme  S'  est  positif,  il  suffit  de  chercher  le  signe  du  numé- 
rateur :  je  dis  que  c'est  toujours  le  signe  — .  Si  l'on  avait 
2S'  —  3  <  0  ,  ce  serait  évident;  examinons  donc  le  cas  de 
2S'  —  3  >  G  .     Je  dis  que  l'on  a 

2S'  -  3  <  \/3S^    ou    (2S'  -  3)^  <  3S', 
ou  (4S'  -  3)  (S'  -  3)  <  o. 

Or,  l'hypothèse  2S'  —  3  >  o  donne  a  fortiori  4S'  —  3  >  o  ; 
d'ailleurs,  S'  est  évidemment  plus  petit  que  3.  Donc  l'inégalité 
est  vérifiée. 


Vï 


Ainsi  f[\/-^j  est  de  signe  contraire  au  premier  terme  de 

l'équation,  et  par  suite  la  quantité  i / -07  est  comprise  entre 

les  deux  racines  ;  il  est  donc  plus  petit  que  la  racine  positive  l. 

La  seule  valeur  de  /  admissible  est  donc  X  =  i,  ce  qui 
conduit  à  la  similitude  et  démontre  le  théorème. 

On  démontrerait  de  même  que  deux  triangles  sont  sem- 
blables lorsque  les  sinus  des  demi-angles  sont  proportionnels; 
ou.  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  les  distances  des  som- 
mets aux  centres  des  cercles  inscrits  sont  proportionnelles. 
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QUESTION  574 

Siolution  par  M.  Antoine  Davidoglou,  élève  au  lycée  de  Berlad. 


M.  de  Longchamps  a  considéré  dans  le  tiiangle  ABC  les  trois 
ce7'cles  A  (a),  B(h),  G(c)   et  a  montré,  le  premier,  leur  importance  : 

Démontrer  que  les  rayons  des  cercles  tangents  à  ces  trois  cercles 
et  qui  les  laissent  tous  les  trois  à  l'extérieur,  ou  tous  les  trois  à 
l'intérieur,  ont  pour  valeur,  respectivement  : 

2p(p  —  2R  —  r)  „       2p(2R  +  r  +  p) 

P         =     ;; ,  p         =    ;- 

2p    —   0  2p   +   0 

Les  autres  groupes  de  cercles  tangents  ont  pour  rayons 
2 (p  -  a) [R  -  Ta  -  (p  -  a)] 

2  ^p   -   a)  -  Oa 

„       2(p  —  a)[  —  2R  +  ra  —  (p  —  ar] 

Pa  = ; ^^ ^ etc. 

2 (p    -   a)    +    Oa 

8,  la  "  '  représentant  les  quantités  4R  +  r,  4R  —  Va ,  etc. 

(E.  Lemoine.) 

Lemmes.— On  a  :  2a6  ^  p^  -t-  rS  ;  I^a'^b-  =  4r«/)»  +  {p^  —  riy  ; 
Sa*=2(;32-ro);Sa3=2jo(p^  +  6Rr-3r8);Sa*^2[(p*-r8)2-8r>2]; 
Sa»  =  2p[p^{p''  +  loRr)  -  5;-(2R  +  r)(2p'^  —  r8)]  ;  2a«  =  4p» 
(p2  +  6Rr  -  3r8)02  +  2Rr  -  3;-o)  -  1 6'RrpSp^  -  ro)  —  2{p''  +  ri) 
l^r^p^  +  (p'  -  riy).  (Journal,  1894;  p.  139). 

Si   0)  est  le  centre  du  cercle  langent  extérieurement,  on  a, 

en  posant 

BcoG  ~  a,        G(oA  =  p,         AwB  =  Y' 

(p  -  by  +  (p  -  c?  -  a» 
cos  a  = 7 p- ^ ;          cos  S  =  etc.  ; 

alors,  au  moyen  de  la  relation 

ces'' a  +  cos'^  p  +  cos*  Y  —  I  +  2  cos  a  cos  j3  cos  Y» 
onobtient,toutessimplifica tiens  faites,  une  équation  du  second 

degré  en   p,   Ap*  +  Bp  +  C  ==  o,   les  coefficients  étant  : 
A=  _  92:a*  +  8/}Sa'  +  22a»6*  -  Sp.a.b.c  =  1 6,-» (4/)»  -  8«), 
B=4[Sa»+3/jSa*-4P*Srt3+2a6cSa«-i-a6c2a6] 

=:  64pr*  [8(  2  R  +  /•)  —2p*], 
G  =4[2pSa»+2p«2:o»-a6cSa'  -  a»6»c»]  =  64p»r«[p*  -  (2R  +  r)»]. 
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On  a  alors  : 
(4/j^  -  o»)p>  +  4p[Ô(2R  +  ;•)  -  2p^]o  4-  4P^[io*  -  (2R  +  i-y]  =  o, 
el  on  voit  aisément  que  cette  équation  a  pour  racines    p',  p". 

Les  autres  couples  de  rayons  se  déduisent  immédiatement 
de  celles-ci,  appliquant  la  transformation  continue  respec- 
tivement eu   A,  B,  G. 

QUESTION  586 

i^olution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Le  point  de  rencontre  des  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit 
dam  une  circonférence  et  circonscrit  à  une  autre  est  sur  la  ligne 
des  centres  de  ces  deux  circonférences,  (E.  Foucart.) 

Le  théorème  proposé  est  un  cas  particulier  d'une  proposi- 
tion beaucoup  plus  générale.  Si  un  polygone  peut  être  inscrit 
dans  une  circonférence  et  circonscrit  à  une  autre,  il  en  existe 
une  infinité;  les  diagonales  de  ce  polygone  enveloppent  des 
circonférences  appartenant  au  faisceau  déterminé  par  les 
deux  premières;  si  le  polygone  a  un  nombre  pair  de  côtés, 
les  diagonales  joignant  les  points  opposés,  comme  apparte- 
nant à  deux  polygones  difTérents  d'un  même  nombre  de 
côtés  ne  peuvent  envelopper  qu'un  cercle  point,  un  des  points 
de  Poncelet  du  système  des  deux  circonférences. 

Sola.  —  M.  NÉGRÉTzu  nous  fait  observer  que  cette  question  586  se  trouve 
complètement  traitée  dans  les  Exercices  de  géométrie  analytique,  par 
M.  J.  Koehler  (p.  3).  On  y  trouve  encore  diverses  propriétés  du  quadri- 
latère inscriptible  et  circonscriptible. 

La  question  peut  d'ailleurs  être  traitée  géométriquement  en  s'appuyant 
sur  le  théorème  de  Brianchon  et  en  considérant  la  figure  comme  un 
hexagone  circonscrit. 

QUESTION  601 

Solution  par  M.  Alfred  Champion. 

On  donne,  dans  l'espace,  un  point  0  et  une  circonférence  sur 
laquelle  se  trouvent  les  sommets  A,  B,  G,  D  d'un  quadrilatère 
convexe.  Démontrer  la  relation 

AB.BD.AD.ÛG^  +  BG.GD.BD.ÔI^   

=  AB.BG.AG.OD^  -f-  AG.GD.AD.OB^ 
(Mannheim.) 
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Le  théorème  de  Stewart,  appliqué  aux  triaugles   OAC,  OBD, 
donne 
(Ij        ÔÏ-.AG  =  OI^IC  +  ÔG^AI  -  AI.IC.AC, 
(2)         ÔÏ^BD  =  OB^DI+ ÔD^BI- BI.DI.BD. 
Multipliant  (1)  par  BD   et  (2)  par   AC,    on  obtient: 
(1P.AC.BD  =  ÔÂ^IC.BD+ÔG'''.AI.BD  -  AI.IGBD.A(J 
ÔÎ'.BD.AC  =ÔB^DI.AC+  OD^BI.AC  -  BI.DI  BD.AC 


Retranchant  et  observant  que   BI.DI  =  AI.  10,    il  vient: 

(3)    0A^IG.BD+ÛC^ÂI.BD  =  0B^DI.AU4-ÔI)^BI.AC. 

Abaissons  les  perpendiculaires  dos  sommets  A,B,  G,  D  sur 

1      ^-  in        '   -,  IG       GG        DI       DL 

les  diaiçonales.  On  a,  évidemment,   —r  =  -— r  et   =-ï  —  =-=• 
^  AI       AE         BI       BF 

Remplaçant  dans  (3)  les  quantités     IG,AI,DI,BI    par  les 

quantités  proportionnelles   GG,AE,LD,BF,    il  vient  : 

ÔAl  CG .  BD  +  ÔGl  AE .  BD  =  OB'.  LD .  AG  4- ÔDl  BF .  AG, 

ou     C)A^  2  surf.  BGD  +  0G^  2  surf.  ABD 

=  OB'  2  surf.  ADG  +  ÔD'  2  surf.  BAG. 

Multipliant  chaque  membre  par  2R  et  appliquant  la  relation 

abc  =  4RS,    il  vient  enfin  : 

AB.BD.AD.ÔC' +  BG.CD.BD.ÏÏA-    

^  AB.BG.AG.OD-  +  AG.GD.AD.OB'. 

Conséquences  (*).  —  La  relation  peut  encore  s'écrire 
ÔÂ^BGD  4-  ÔÛ^ABD  ^  ÔB-.AGi)  +  ÔD^ABG 

(•)  Ce  paragraphe  est  de  M.  Jean  Négrétzl*. 
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fABG,  ACD,  . . .  sont  les  aires  des  triangles  ABC,  ACD  . . .); 
on  trouve  ainsi  géométriquemsnt  la  condition  pour  que  quatre 
points   A,  B.  G   et  D    soient  sur  un  même  cercle. 

Dans  le  cas  où  le  quadrilatère  est  un  reclangle  oauu  carré, 
on  a  ABC  =  ACD  =  . . .  ,    et  la  relation  se  réduit  à 
ÔI^  +  Ô(?  =  ÔB-  +  ÔD'. 

Au  moyen  de  celte  dernière  relation  on  peut  résoudre  faci- 
lement le  problème  suivant  : 

Soit  OABCD  une  pyramide  dont  la  base  ABCD  est  un  cai'ré 
ou  un  rectangle.  Considérons  les  projections  A',  D'  des  sommets 
A,  D  respectivement  sur  les  côtés  opposés  OC,  OB.  Démontrer 
que  les  triangles  tels  que  OA'D',  sont  semblables  aux  triangles  tels 
que  OBC. 

Dans  les  triangles   AOC,  DOB,    on  a 

DB-  ~0D-  +  ÔB^  -  2OB  X  OD' 
ÂG^  =^  ÔÂ^  +  OC'  -  2OC  X  OA'. 

Et,  en  retranchant  membre  à  membre, 

OD'  +  ÔB-  -  2OB  X  OD'  =  OA'  +  ÔC^  -  2OC  X  OA'. 

Et,  en  vertu  de  la  relation  précitée. 

OB  X  OD'  rr:    OC  X  OA', 

OB  _  OA' 
°^  ÔG~(Jïy' 

Les  deux  triangles  OA'D',  OBC  ayant  un  angle  commun 
compris  entre  côtés  proportionnels,  sont  semblables. 

Entln.  si  l'on  fait  les  projections  des  points  A,  D,  ...  sur 
les  côtés  non  opposés,  les  droites  telles  que  A'D' . . .  sont 
parallèles  aux  droites  telles  que   BC  . . . 

Remarque  par  l'auteur  de  la  Question  601. 

C'est  en  1890,  dans  le  Messenger  of  Mathematics  que  je  suis 
arrivé,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  au  théorème  qui  fait  l'objet  de  la  question  601. 

J'ai  signalé  alors  le  cas  particulier  où,  la  circonférence  étant 
réduite  à  une  droite,  le  point  0  est  sur  cette  droite.  La  rela- 
tion (8)  conduit,  dans  ce  cas,  à  une  relation  concernant  cinq 
points  en  ligne  droite  qui  avait  élédonnée,  sans  démonstration, 
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par  Chasles  dans  son  Aperçu  historique.  Aujourd'hui,  je  ferai 
remarquer  que  si  le  point  0  appartient  à  l'axe  du  cercle,  ses 
distances  aux  sommets  du  quadrilatère  sont  égales.  On  peut 
alors  supprimer  ces  distances  dans  la  relation  (3),  on  est  ainsi 
conduit  à  la  relation  qui  donne  le  rapport  des  diagonales  d'un 
quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle,  au  moyen  des  côtés. 

Si  le  point  0  est  confondu  avec  l'un  des  sommets  du  qua- 
drilatère, la  relation  (3)  conduit  à  l'expression  du  produit  des 
diagonales  de  ce  quadrilatère,  en  fonction  des  côtés.  Ainsi  : 
les  deux  théorèmes  classiques  concernant  les  côtés  et  les  diagonales 
d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  peuvent  s'obtenir  comme 
conséquences  d'un  môme  théorème. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


642.  —  On  donne  un  angle  droit  AIX  et  sur  l'un  des  côtés 
un  point  fixe  A.  Sur  IX  on  considère  deux  points  variables 
B,  C  tels  que  IB.IG  =  K.  1°  Démontrer  que  l'orHioccntre  du 
triangle  variable  ABC  est  fixe.  2°  Trouver  le  lieu  du  centre 
du  cercle  ABC.  3°  Faire  voir  que  pour  chaque  position  de  ABC 
oîi  l'un  des  angles  est  obtus  il  y  a  une  infinité  de  quadrilatères 
ioscriptibles  où  les  diagonales  et  les  côtés  opposés  se  coupent 
aux  trois  sommets  de  ABC,  et  que  tous  ces  quadrilatères  sont 
inscrits  dans  un  môme  cercle  qui  reste  invariable  quand  B 
et  G  varient.  (Bernés.) 

643.  —  Si  ABGD  est  un  quadrilatère  inscriptible  et 
M,  P,  Q  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  ou  des  dia- 
gonales, les  puissances  des  trois  points  M,  P,  Q  relativement 
au  cercle  ABGD  sont  inversement  proporlionnelles  aux 
coordonnées  barycentriques  relativement  au  triangle  MPQ 
de  l'orthocentre  de  ce  triangle.  Eu  conclure  que  les  deux 
cercles  MPQ,  ABGD  ont  pour  axe  radical  l'axe  orthique  du 
triangle  MPQ.  (Bernés.) 

644.  —  A  et  B  étant  deux  points  fixes,  M  un  point  variable 
du   plan,   sur   la   tangente   en   B   au  cercle   ABM   on  porte 

BM'  =  K.-— -   où  K  est  une  longueur  constante,  le  lieu  df  j\I 

A.  -Ai- 
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étant  donné,  trouver  le  lieu  de  M'.  Montrer  que  si  le  lieu  de 
M  est  une  droite  ou  une  circonférence,  celui  de  M'  est  géné- 
ralement un  cercle.  (Bemès.) 

645.  — On  donne  un  parallélogramme  oaba'.  Sur  la  droite 
ab,  on  prend  arbitrairement  le  point  m  que  l'on  projette 
orthogonalement  en  n  sur  oa  et  ce  point  ?i  est  projeté  de 
même  en  p  sur  ab.  La  droite  po  coupe  a'b  en  m'  que  l'on 
projette  en  w'  sur  oa'  et  ce  point  n'  est  projeté  en  p'  sur 
a'b.  Démontrer  que  les  points  m,  o,  p'  appartiennent  à  une 
môme  droite.  (Mannheim.) 

646.  —  Dans  la  circonférence  circonscrite  à  ABC,  AAj,  AAj 

étant  deux  cordes  rectangulaires,  si  [3,  y  sont  les  points  où 
BAii  CAj  rencontrent  AA^,  les  cerles  AB,3,  ACv  sont  ortho- 
gonaux au  cercle  ABC.  Généraliser  en  supposant  que  les 
cordes  AA, ,  AA^   fassent  un  angle  donné   a.  (Bernés.) 

647.  —  Les  médiatrices  de  AG,  AB  dans  le  triangle  ABC 
rencoatrent  en  ^,  y,  la  médiane  AD.  Démontrer  que  CS,  By 
se  coupent  en  M  sur  la  symédiane  et  que  AM  est  perpen- 
diculaire sui-  OM,  0  étant  le  centre  de  la  circonférence  ABC. 

(Bernés.) 

648.  —  H  étant  l'ortboceutre  du  triangle  ABC,  S  le 
point  diamétralement  opposé  à  A  sur  le  cercle  ABC,  S,  y  les 
points  où  BH,  CH  rencontrent  AS,  démontrer  que  le  point 
où  se  coupent  les  cercles  ABj3,  AGy  est  la  projection  de  H 
sur  la  médiane    AD.  (Bernés.) 

649.  —  M  et  N  sont  deux  points  quelconques  du  plan  du 
triangle  ABC,  symétriques  l'un  de  l'autre  relativement  au 
milieu  D  de  BC.  Si  p  Gt  y  sont  les  points  où  BX,  CN  coupeut 
AM,  et  que  M'  soit  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en 
B  et  G  aux  circonférences  ABp,  ACy,  démontrer  que  si  M 
parcourt  une  droite  ou  un  cercle,  M'  parcourt  généralement 
un  cercle.  Plus  généralement,  le  lieu  de  M  étant  donné,  quel 
est  celui  de  M'?  —  Faire  voir  que  les  tangentes  en  M  et  M' 
aux  deux  lieux  se  coupent  sur  la  circonférence   AMM'. 


Le  Direcleur-gérani, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPIil.MLF.lE   CENTRâLE    DES  CHEXISS   DE    FER 
IMPRIMERIE  CHAIX,  RUE  BERGÈRE,  20,  PARIS.  —  H040-O-95. 
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SIMPLES  REMARQUES  SUR  LES  CENTRES  DE  GRAVITÉ 

DU    TllIANGLE    ET    DL'    TETRAEDRE 
Va.v  M.  E.  Brand. 


Poi.N.iUT  (*j  a  détermiaé  le  centre  de  gravité  d'un  triangle  eu 
se  servant  d'une  décomposition  particulière  de  cette  surface 
qui  nous  suggère  les  considérations  suivantes  : 

1.  —  Désignons  par  (^'illî'î)  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances et  par     (J®     le  centre  de  gravité. 

Rappelons  que  le  (s^JÎÎ/  des  sommets  d'un  triangle  est 
au  point  de  croisement  des  trois  médianes  de  ce  triangle 
(droites  qui  se  coupent  au  tiers  de  leur  longueur  à  partir  des 
côtés)  et  que  le  ©11î'5j  des  sommets  d'un  tétraèdre  est  au 
point  de  rencontre  des  droites  joignant  un  sommet  au  SillîX 
des  trois  autres  (  droites  qui 
se  coupent  au  quart  de  leur 
lon-gueur  à  partir  des  faces 
du  tétraèdre). 

Pour  abréger  le  discours, 
au  lieu  de  dire  :  le  {S''))tV 
des  sommets  du  triangle  ef 
le  (Ell^iX  des  sommets  du 
tétraèdre,  nous  emploierons 
les  expressions  :  (S^'^Jîî)  du 
triangle  et  (50.'î2)  du 
tétraèdre. 

Cela  étant,  soit  un  Iriaugle 
ABC  '////.   /;  décomposé   au  moyen   de   droites  équidistantes 
et  parallèles  à  chacun  de  ses  côtés,  en  n'*  triangles  égaux, 
semblables  au  triangle  primitif  et  formés  d'une  subsjance 


^*)  Eléineiils  'le  .■ibiUiiuc,  11'   édition.  —   Paris,  Gauthier- Villars,  IHTÔ; 
p.  145. 
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non  homogène,  mais,   néanmoins,    identique  pour  tous   les 
triangles  constitutifs  (*),  alors  : 

Théorème.   —  Le  6!@g,    d'un  triangle  constitutif    Ab,c, 

étant  à  une  distance  3   du  point  Oi ,   (533Î2)    de  ce  triangle, 

le    (S@G    du  triangle    ABC  sera  à  une   distance    -  du  point 

0  ,    (S33î'î)    du  triangle  primitif  et  la  droite    OGr  sera  parallèle 


a    o,er, 


'151  • 

En   effet,  le  triangle    ABC     peut    être   considéré    comme 

composé  de    n  triangles  égaux  à   kb^Cy    disposés  le  long  de 

n"^  —  n 
la  base   AC   et  de  parallélogrammes  égaux  tels  que 

byC^d^e^  . 

Les  (5®(/j...^„  des  triangles  tels  que  AôiC^,. .  .c„_i6„_iC 
seront  équidistants  et  situés  sur  une  parallèle  à  AG  .  Le  (5® 
de  ces  ii  points  isolés  sera  le  point  g ,  au  milieu  de  g^gn , 
ce  point  g  aura  une  charge  n ,  si  on  représente  par  i  le 
poids  du  triangle   A^jC^ . 

Si  on  appelle  Oi.^.o^  les  dW^  des  triangles  Ab^Ci,... 
On-ibn-yC  et  0  lo  milieu  dc  OiO„,  la  droite  og  sera  parallèle  et 
égale  à   o^gi,  . . .  o^g^  . 

Le  (5®  de  chaque  parallélogramme  se  trouvera  au  centre 
de  figure  de  chacun  de  ceux-ci,  de  sorte  que  l'ensemble  des 
parallélogrammes  fournira  des  6®  auxiliaires  distribués 
sur  des  droites  parallèles  éqaidistantes,  la  première  contenant 
un  point  g',  la  seconde  deux  points  g[&lg'[,  ...  la(«— i)* 
contenant  n  —  i  points  ^j"~''  . . .  g'^'Zi> ,  chaque  point  ayant 
une  charge  2. 

Les  points  d'une  même  ligue  donneront  un  6®  situé  au 
milieu  de  la  ligue,  de  manière  qu'en  fin  de  compte,  il  restera 

(*)  Par  triangles  égaux  de  substance  identique,  quoique  non  homogène,  il 
faut  entendre  des  triangles  soumis  aux  conditions  suivantes  : 

1"  Les  triangles  sont  superposables  ; 

2°  La  substance  de  chacun  d'eux  n'est  pas  homogène,  c'est-à-dire  que 
la  densité  des  différents  points  n'est  pas  constante; 

3°  Si  on  superpose  les  triangles,  la  loi  de  la  densité  est  unique  pour  les 
surfaces  superposées,  c'est-à-dire  que  la  densité  a  la  même  valeur  pour 
les  points  qui  coïncident. 
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une  série  de  points  g\  g",  ...  g'"-^>  situés  sur  la  médiane 
BOM  et  ayant  des  charges  représentées  respectivement  par 
2,  4,  ...  2(n  -  i). 

Le  (S@Y  de  ces  points  g',  ...  g'''-^)  sera  sur  BM  à  une 
distance  du  point  B  que  l'on  détermine  par  la  formule  des 
moments  polaires.  Eu  appelant  u.  la  n^  partie  de  BM  et 
prenant  le  point   B   comme  pôle,  on  aura 

2  X  [J^  4-  4  X  2;;.  +  6  X  3v.  +  . . .  +  2(u—  i)  x{n  —  i)(x 


By   = 
ou  bien 


iiY=: 


I^-f-2^ 


2  +  44-6  + 

•...+(«-!)« 


1+2+3+ 


{n-i)  ' 


.    +    2(/i   —     l) 

n(n—  i)(2n  —  i) 

2.3 

n{n—  i) 


2*1 


ou,  encore,  en  désignant  par  m   la  médiane, 

(211  —   i)  m 


B 


371 


La  question  revient  maintenant  à  trouver  le  (5@G  des 
deux  points  y  et  ^;  leurs  charges  respectives  étant  /i(/i  —  i; 
etn,la  charge  totale  sera  ?î*. 

Le  point  G  (fig.  2),  sera 
déterminé  par  le  rapport 
yCx  _  ?i        I 
yg        n^       n 

Si  on  mène  GO  paral- 
lèle à  go,  ou  aura  évidem- 
demment 


OG       I 

oq        n 
d'où 

n          n 

de  plus,  le  point  0  sera  le  point  de  croisement  des  médianes 
du  triangle  ABC,  il  suffit  de  prouver  que  OM   est  égal  à    -• 


On  a,  en  ellet, 
d'où 


yO  :  yo  =    \:  n, 
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or,  à  cause  de 

{2H  —  I  ) m 


oM  = 


m 
3n 


,'B 


3/1 


et 


BM 


m 


(, 

2)1   —    I 

i\        m 

V 

3n 

3n)  -   3  ' 

m 

3n 

m 

m 

m        m 

"  3    ' 

-3i>^ 

3n  "^  3"* 

C.   Q.  F.  1) 

il  vient 

vo  =  BM  -  By  -  oM  =  III 

doue,  yO   = 

et  OM  =  yo  -  yO  4-  oM  : 


Conséquences.  — «  Si  l'ou  considère  (7/^.  -3)  les  triangles 
^/iBf, ,  rtjBc'j,   ...  o„_iBc„_i,    ABC   ayaat  uu  sommet  commun 

et  leurs  aires  res- 
pectivement pro- 
portionnelles aux 
nombres  1,4,  ... 
(/;  —  i)*,  71*,  —  ces 
triangles  étant 
constitués  au 
moyen  de  ajBc, 
de  la  même  ma- 
nière que  dans  le 
Théorème   —   les 

sont  des  points 
d'une  même  branche  d'hyperbole  dont  le  centre  est  en  B,  l'une 
des  asymptotes  est  la  médiane  et  l'autre  une  droite  parallèle 
à  0,(^1,  . . .  OG. 

b)  Si  l'on  divise  un  triangle  ABC  en  quatre  triangles  égaux, 
puis  le  triangle  central  A'B'C  eu  quatre  autres  triangles 
égaux,  et  ainsi  de  suite,  le  n'^'"^  triangle  étant,  par  exemple, 
abc,  les  G'.l^'î  de  ces  Iriaûgles  seront  confondus  en  un  seul 
point  0. 

Le  Théorème  sera  applicable,  si  l'on  suppose  que  les  triangles 
égaux  sont  de  même  substance,  quoique  non  homogène. 

Si  9  1/19.  4]  est  le   ii&  de  abc,  G"-',  le  6©  deA-^B'-'C"-', 
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sera  situé  sur    0^,   mais  du  côté  opposé  à   g,    par  rapport  à 
0,  et  OG"  '  vaudra  -^;  G'-^,  leC^®  de  A"-2B"-2C"-^  sera  situé 

2 


sur  0</,   du  même  côte  que   r/    et  OG"--  vaudra   ,   et 

ainsi  de  suite;  si  l'on  désigne  par    i,  2,  3,  4  ...   les  (5(^i   des 
triangles  successifs, 

onaura  la  disposition     ?■ 1 — »_ — —, . 

suivante  (fig.  5).  ^ 

Le   point    0    sera  '^ 

toujours  compris  entre  deux    (5®    dont  les  numéros  d'ordre 
seront  de  parités  contraires. 

La  fig.  o  n'est  d'ailleurs  que   la   traduction  graphique  de 

la  formule 

I       ,.     /i        I        I 

3  \2        4        8 
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On  peut  donc  considérer  ces  points  comme  donnant,  par 
approximations  successives,  la  position  du  point  0,  qui  n'est 
que  le  (s®  de  tous  les  triangles  centraux,  dans  le  cas  de 
l'homogénéité  de  la  substance. 

c)  Si  l'on  admet  que  les  (5@  de  deux  triangles,  ou  plus 
généralement  de  deux  polygones,  semblables  et  de  mémo 
substance  sont  des  points  homologues,  on  peut  déduire  du 
Théorème  une  démonstration  de  la  coïncidence  du   g®    d'un 

triangle  homo- 
gène avec  le  (E5DÎ!l) 
de  ce  triangle. 

En  efifet,  suppo- 
sons (fig.  6)  un 
triangle  homo- 
gène ABC  divisé 
en  quatre  trian- 
gles égaux  et  sem- 
blables au  prem  ier 
et  soit  g  le  (5® 
de  abc;  en  vertu 
du  Théorème,  le   6@G   du  triangle  ABC   sera  sur  Og  et  du 

côté  opposé  à  g,  parrapportau  point  0,  et  on  aura  OG  =  — ^• 

Gomme  bg  est  égale  à  la  moitié  de  BG,  quelles  que  soient 
la  grandeur  et  la  direction  de  Og,  BG  ne  pourra  pas  être, 
dans  ABC,  l'homologue  de  bg  du  triangle  abc,  à  moins  que 
Og  ne  soit  nul;  alors.   G,  0   et  g  coïncident. 

c.  Q.  F.  D. 

d)  Si  on  reprend  le  Théorème  dans  le  cas  d'une  substance 
homogène,  la  division  du  triangle  ABC  (fig.  i)  en  triangles 
plus  petits  pourra  être  poussée  aussi  loin  que  l'on  voudra, 
sans  que  la  répartition  des  densités  des  diflerents  points  des 
triangles  constitutifs  égaux  change  de  l'un  à  l'autre  triangle. 

Va\  supposant  qu'on  ait  pris  g,  comme  centre  de  gravité 
du  triangle  homogène  A6iC,,  l'erreur  commise  5  sera  réduite 


à    —  dans  le  triangle    ABC.   Or,  comme  on  peut  augmenter 
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n  indéfiniment,  ce  qui  fait  tendre  o  vers  zéro,  la  quantité  — 

n 
pourra  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  donc 
nulle  ;   le   point  0   sei^a   le   ©6  du  triangle  homogène  ABC. 

2.  —  Soit  un  tétraèdre    ABCD   décomposé,  au  moyen  de 
(n  —  i  )  plans  équidistants  et  parallèles  à  chacune  de  ses  faces, 
en  trois  espèces  de  solides  : 
n(n  +  i){n  +  2) 


1° 


1.2.3 


tétraèdres  égaux  entre  eux  el  sem- 


blables au  tétraèdre  primitif,  constituant  une  pile  triangu- 

gulaire  de  côté   n 

^     In  —  i)nCn  +1)        ,  ,  , 

2° — octaèdres  possédant  chacun  un  centre 

1.2.3 

de  symétrie  et  formant  une  pile  triangulaire  de  côté  de  n  —  i  ', 

_      (n  -  2)(/i  -  i)n 


2.3 


tétraèdres  symétriques  de  ceux  du  1°, 


disposés  en  une  pile  triangulaire  de  côté   71—2. 

Soient,  de  plus,  les  tétraèdres  du  1**  formés  d'une  substance 
non  homogène,  néanmoins  identique  pour  tous  les  tétraèdres, 
et  telle  que  les  densités  de  tous  les  points  soient  respective- 
ment les  mêmes  que  celles  des  points  symétriques  des 
tétraèdres  du  0°,  lesquels  seront  alors  formés  d'une  substance 
non  homogène,  néanmoins  identique  pour  tous  ces  tétraèdres. 

Soient,  enfin,  dans  les  octaèdres  du  2",  les  points  symé- 
triques ayant  des  densités  égales.  Alors  : 

Théorème.  —  Le 
étant  à  une  distance  0  rfe.Oj, 
6,9JÎÎ)    de  ce  tétraèdre,    le 
(5®G    du   tétraèdre   ABCD 


gi   d'un  tétraèdre  comtitutif  AbjCjdi 
D 


ssra  à  une  distance    -      de 
n 

0,  (59)îî)  du  tétraèdre  pri- 
mitif, et  la  droite  OG  sera 
parallèle  à  o,g^. 

Il  est  facile  de  recon- 
naître que  si  g-^  est  le  (gCSj 
du  tétraèdre  A6,c,di  (fig.7) 
et  si  S  est  la  distance  de  g^  à  Oj,  (S^DÎÎ)  de  ce  petit  tétraèdre. 
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le  6@Gi  de  la  pile  triangulaire  du  1"  sera  encore  à  la  distance 
0   du  point  0,   et  que   OG;    sera  parallèle  à   o^g^. 
De  même  pour  la  pile  triangulaire  du  3°.  seulement   OG3 

qui  vaudra   OGi   sera  dirigé  en 
sens  opposé. 
^      Quant    au     6©     de    la    pile 
du  2°,  il  sera  au  point   0    lui- 
même. 

On   aura  donc  la  disposition 
indiquée  par  la  fig.  8. 

Les   charges   en    G^,  0  et  G3 
seront  respectivement  : 
4(/t  —  \)n[n  +1)     .   (^  —  2)(7i  —  \)n 


Fifi.  8. 
w  (n  -+-  I  )  (?i  -f-  2  ) 


6  6  (j 

le  poids  d'un  tétraèdre  du  1°  étant  représenté  par  i, 
Le    6@   G'  de  G,  et  G3   sera  donné  par 


u}  —    2)(>i   —  i)n 


G,G' 


{Il  —  2)(n  —  i)n  +  Ji(n  +  \){n 


G1G3 


ou 


GiG'  = 


[n  —  2)(/i  —  i) 


d'où 


OG'  =  OG,  -  G'G,  = 


3n 


,(n^ 


2)n 


)    celle  du  point  0 


La  charge  du  point  G'  sera 

7 >    donc  la  charge  totale  sera  égale  a   n^. 

Dès  lors,  le   (S®   définitif  G,   qui  coïncide  avec  celui  des 
points   0  et  G',   sera  déterminé  par 

OG  =  "-l^^l!A^o(r  :  „■  =  '!!^!t±A>  x  -^  i 


b/r 


ou 


OG 


C.  Q.  F.  D. 
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Conséquence.  —  Si  le  tétraèdre  ABGD  est  formé  d'une 
substance  homogène,  la  conséquence  (d)  donnée  pour  le  cas 
du  triangle  s'applique  au  tétraèdre,  c'est-à-dire  que  te  point 
0  est  le  (§,&    du  tétraèdre  homogène  ABGD. 

DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  FORMULE 
A  -+-_B 

a  -h  b 


tg 


A  -  B       a  -  b 


(*) 


Par  M.  E.  Braud. 


Soit  le  triangle    ABC;    a,  b,  c   désignant  les  longueurs  des 

côtés    opposés   respectivement   aux  angles 

A,  B,  G. 

Portons,  dans  la  direction  des  côtés, 

GD  ==  GD'  =  GB, 

GA'  =  GA. 

La  droite  A'D'  sera  parallèle  à  BA  ;  l'angle 

A  +  B 
BDD'  étant  droit,  l'angle  GBD  vaudra 


et  l'angle   ABD   aura  pour  valeur 


A  -  B 


De  plus,  on  a  A'D  =  a  -\-  b  et  AD  =  a  —  b. 
Les  triangles  A'D'A  et  A'D'D",  ayant  la 
même  base  A'D'  et  les  sommets  situés  sur 
la  parallèle  BAD",  sont  équivalents;  il  en 
résulte  que  les  triangles  A'D"D  et  D'AD 
sont  aussi  équivalents.  Gomme  ces  triangles  ont  l'angle  ADD" 
commun,  ils  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés 

(*)  Voyez  le  Journal,  p.  15  et  64. 

Nous  donnerons,  dans  le  prochain  numéro,  une  note  consacrée  à  l'éta- 
blissement de  certaines  formules  de  la  trigonométrie  par  la  voie  géomé- 
trique. Ce  rapprochement  entre  la  trigonométrie  et  la  géométrie  n'a  rien 
qui  doive  surprendre;  toute  formule  trigonométrique  étant  l'expression 
d'une  vérité  géométrique. 
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qui  comprenuent  cpt  angle.  L'équivalence  de  ces  triangles 
donne  A'D  x  DD"  :=.  AD  x  DD'. 

„     .        A-B  A+B 

Or,  DD"  etDD'  sont  proportionnelles  a  tg- et  t^ , 

A-B        ,  ,         A+B 

donc  {a  +  b)  tg =  (a  —  bj  tg 


NOTICE  HISTORIQUE  SUR  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  M.  Aubrj. 

(Suite,  voir  page  105.) 


Les  Indiens,  déjà  au  temps  d'Ar^-abhata,  employaient  les 
sinus  au  lieu  de  cordes  :  du  moins  voit-on  dans  cet  auteur  la 
première  table  de  sinus  connue.  Elle  donne  les  sinus  des 
angles  de  3"  45'  en  3°  45'  avec  les  dififérences.  Le  sinus  de 
30 45'  est  facile  à  trouver;  pour  les  autres,  il  emploie  la  for 
mule  donnant  le  sinus  de  la  somme  de  deux  arcs  {*). 

Les  Arabes  perfectionnèrent  et  simplifièrent  la  trigono- 
métrie en  beaucoup  de  points,  surtout  en  créant  des  procédés 
plus  généraux  que  ceux  employés  jusqu'alors.  Albategni 
(milieu  duix^siècle)  substituoles  sinus(**)  aux  cordes,  et  donne 
diverses  tables  astronomiques;  Ebn-Jounis  (fin  du  x^  siècle) 
trouve  la  formule  remplaçant  un  produit  de  sinus  par  une 


(*;  Celte  formule  a  probablement  été  d'abord  démontrée  ainsi:  Le  double 

de  la  surface  du  triangle  ABC  (fig.  //;  peut  s'écrire  des 

deux  manières  suivantes  :  bc  sin  A,  ou  a' h  -+-  a" h, 

h  désignant  la  bauteur  AD,  d'où 

sin  (A,  +  A,)  =  sin  A 

a'   h     a"   h        .     ,      .     ,         -    »      •    v> 

=:  — .  -  H .  -  =:  sm  A,  sm  C  -f-  sm  A,  sm  B 

c    h      I)     c 

^sin  A,  cosAj+sinAjCCsA,. 

Fiy.  II.  Celte  démonstration  a  été  donnée  par  Cauclïy  (Rés. 

anal.)  et  retrouvée,  plusieurs  fois,  depuis. 

(*•)  Dans  la  première  édition  de  son  Histoire  des  Mathémaliqties,  Mon- 

tucla donne,  comme  oris^iae  du  mot  sinus,  l'expression  s<'miises  inscriptarum 

par  laquelle  on  dé~ignait  les  demi-cordes  et  qu'on  écrivait  s.  im,  d'où 

par  corruption  serait  venu  sinus.  Mais  il  est  hors  de  doute  que  ce  mot 

n'est  autre  chose  que  la  traduction  latine  d'un  mot  arabe. 


JOUhNAL    [)E    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRKS  153 

somme  d'autres  sinus,  imagine  les  tangentes  et  les  sécantes, 
et  donne  des  tables  de  minute  en  minute  jusqu'au  quart  de 
la  circonférence;  Aboul-Djoud  (commencement  du  ix*"  siècle) 
prélude  à  la  découverte  de  la  théorie  des  sections  angulaires 
(note)  eu  donnant  l'équation  qui  lie  les  côtés  de  l'hexagone  et 
do  l'ennéagone  inscrits  (*);  Geber  (milieu  du  xi*  siècle)  trouve 
la  formule  tondamenlale  de  la  trigonométrie  sphérique  ; 
Ouloug~Beg  (milieu  du  xv®  siècle)  donne  de  nouvelles 
méthodes  pour  la  construction  des  tables  de  sinus  de  degré 
en  degré:  l'une  est  un  iugénieux  perfectionnement  de  celle 
de  Ptolémée  (**);  par  la  deuxième,  il  déduit  directement  la 
valeur  de  sin  i"  de  celle  de  sin  3°,  en'résolvant  une  équation 
du  troisième  degré  (***j. 

En  Europe,  la  trigonométrie  fut  d'abord  cultivée  et  la  pra- 
tique des  calculs  trigonométriques  perfectionnée  par  Pu rbach 

(*)  Soit  l'arc  AB  (flg.  iSij  répété  deux  fois  en  BC   et  CD  :   le  théorème 

de  Ptolémée  donne   -q^ 

Âï5*  =  :ô.Â(j'-.AD— ÂÔ^CD.  c. 

Ceci  n'atténue  pas  le  mérile  de  la  découverle  de    B/ 

Vièle  :  les  travaux  des  Arabes  ont  de  tout  temps  été    »  | 

peu  connus  direclement,  et  ceux  que  nous  citons,  0 

entre  autres,  retrouvés  tout  récemment.  ^'h-  '•■ 

(**)  Par  le  théorème  de  Ptolémée,  on  a  facilement  les  sinus  des  an;-;los 

de  3°,  puis  de   a  =  46',    b  =  56'  i5",  c  =  l'-j' 3o".    Or  la  différence  des 

sinus  de  1"  et  de  b  est  plus  petite  que  le  tiers  de  celle  des  sinus  de  b  et 

de  a  ;  on  peut  doue  écrire 

4  ' 

sin  I  °  <  -  sin  b  —  -  fein  a. 
.1  :> 

On  a  de  môme       sin  1°  —  sin  /y  >  77  (sin  c  —  sin  ;/i, 

d'oii  sin  i"  >■  ^  sin  b  -\-  -  sin  ". 

On  a  ainsi  deux  limites  très  rapprochées  de  sin  1  '. 

(•**)  La  relation  d'Aboul-Djoud  donne 

sin  ?"       4siu^  i  " 
(a)  sm  r  —  — 1 ^ 

11  résout  cette  équation  par  fausse  position,  en  posant  comme  première 

sin  3°  ,         .    j  ,  V      ■ 

approximution    siu  r  =  — - — ^     remplaçant  dans    (a)    sin  i"    par   cette 

valeur,  ce  qui  donne  pour  le  premier  membre  une  deuxième  approxima- 
tion dont  il  ne  garde  que  les  minutes  du  rayon;  il  remplace  cette  valeur, 
ce  qui  donne  une  troisième  approximation,  dont  il  conserve  les  minutes 
et  les  secondes.  Et  ainsi  de  suite. 
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et  Regiomontanus.  On  leur  doit  l'extension  des  tables  à  toutes 
les  minutes  du  quart  de  cercle  et  la  première  idée  des  fractions 
décimales:  au  lieu  de  la  division  dePtolémée,  Purbach  divise 
le  rayon  en  600000  parties  et  Regiomontanus  en  i  000000. 
Leur  méthode  d'interpolation  des  sinus  des  angles  de  minute 
en  minute  consistait  en  un  tâtonnement  fondé  sur  le  lemme 
de  Ptolémée  rapporté  plus  haut. 

Viète  a  fait  faire  de  grands  progrès,  à  la  science  dont  l'his- 
toire nous  occupe,  par  ses  théorèmes  de  trigonométrie  sphé- 
rique,  qu'il  a  beaucoup  simplifiée  {Va?',  de  rébus  math.,  Tours, 
1593).  Il  a  aussi  donné  {Canon  mathemaicus,  Paris,  lo79)  une 
savante  méthode  de  calcul  du  sinus  de  i'  (*),  pour  laquelle 
il  avait  imaginé  sa  fameuse  théorie  des  sections  angulaires 
(voir  la  note  à  la  fin  de  cet  article),  et  commencé  ses  recherches 
sur  la  théorie  et  la  résolution  des  équations. 

Rheticus  entreprit  la  construction  d'une  table  des  lignes 
trigonométriques  des  arcs  de  dix  en  dix  secondes  (**),  travail 
terminé  par  Pitiscus,  et  publié  en  1o96  souslenom  d'Opuspala- 
fmww.  Il  suppose  le  rayon  divisé  en  loooooooooooooooo  par- 
ties, ce  qui,  aujourd'hui,  s'appellerait  calculer  avec  quinze 
décimales.  C'est  de  VOpus  palatinum  qu'ont  été  tirées  les  tables 
trigonométriques  en  usage  encore  aujourd'hui. 

Au  sujet  du  calcul  des  tables,  il  n'y  a  plus  guère  à  citer 
que  les  méthodes  modernes  fondées  sur  l'eriiploi  des  séries 
ou  des  différences  et  appliquées  aux  tables  centésimales, 
dites  du  cadastre,  exécutées,  en  179-3,  par  ordre  de  la  Conven- 
tion, et  dont  la  publication  serait  de  la  plus  haute  utilité  si  la 
division  centésimalevenait  à  être  adoptée(**'^).  Sioncomprend 
que  l'astronomie  —  en  raison   des  observations  consignées 

(*)  Par  la  quintisection  de  l'angle  de  iS»,  il  trouve  le  sinus  de  3°  35'; 
par  deux  trisections  et  une  bissecLion  de  l'angle  de  60»,  il  arrive  à  celui 
de  3«2o';  d'où  les  sinus  de  16'  et  par  suite  ceux  de  8',  4',  2'  et  i'. 

(••)  Par  des  bisseclions  de  l'angle  3°  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
il  arrive  à  l'arc  dont  le  cosinus  est  999099999999999.  H  remonte  ensuite 
par  des  additions  d'arcs  convenables  aux  arcs  dont  il  désire  les  cosinus. 
Nous  donnons  ces  renseignementssurtout  pour  montrer  à  quels  immenses 
calculs  ont  dû  se  livrer  les  auteurs  des  premières  tables  trigonométriques. 

(***]  L'idée  de  la  division  centésimale  estdiie  à  Briggs,  qui  avait  d'abord 
calculé  des  tables  de  logarithmes  trigonométriques  dans  cette  division. 


JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  lo7 

en  numération  sexagésimale  depuis  de  si  nombreux  siècles, 
—  ne  puisse  abandonner  cette  division  de'  la  circonférence, 
on  ne  s'explique  guère  que  la  navigation  et  la  géodésie,  par 
exemple,  tardent  tant  à  opérer  ce  changement,  qui  cerlaine- 
ment,  lot  ou  tnrd,  se  fera. 

On  doit  à  Neper  deux  perfectionnements  au  point  de  vue  de 
la  pratique  du  calcul  :  l'application  des  logarithmes  aux  tables  ; 
et  les  formules  qui  portent  son  nom.  Ces  deux  découvertes  se 
trouvent  dans  son  célèbre  Mirifici  canonum  descî'iplio  (Edim- 
burgh,  1614). 

Jusque-là,  la  trigonométrie  était  appliquée  exclusivement 
aux  besoins  de  l'astronomie;  on  commença  alors  à  l'envi- 
sager pour  elle-même.  La  quadrature  des  triangles  sphériques 
a  été  donnée  par  Albert  Girard  {Inv.  nouv.  ea  alg.,  Amster- 
dam, 1629),  et  sa.  formule  a  été  démontrée  par  Gavalieri,  On 
connaît  les  théorèmes  de  Lexell,  de  Gudermaun,  etc.,  consti- 
tuant le  commence  Tient  de  ce  qu'on  a  appelé  \a  géométrie  de  la 
sphère  et  dans  laquelle  il  reste  tant  à  découvrir. 

La  découverte  des  séries  trigonométriques,  commencée  par 
Newton,  et  continuée  par  James  Gregory,  Leibniz,  les  Ber- 
nouUi,  Euler,  a  fait  de  la  trigonométrie  analytique  une  des  par- 
ties les  plus  riches  de  l'analyse.  La  trigonométrie  imaginaire, 
due  aux  travaux  de  Moivre  et  de  Lambert,  a  ouvert  des  voies 
nouvelles;  plusieurs  d'entre  elles  touchen"  aux  points  les  plus 
élevés  de  la  science  et  sont  loin  d'être  entièrement  explorées. 

L'ouvrage  le  plus  complet  sur  la  trigonométrie  est  le  célèbre 
Traité  de  Cagnoli,  où  1  on  voit,  outre  l'exposition  de  la  science 
pure,  les  applications  principales  à  l'astronomie,  à  la  naviga- 
tion, à  la  géodésie,  etc.  Dans  un  cadre  plus  élémentaire,  on  a 
de  nombreux  ouvrag.^s  excellents,  parmi  lesquels  nous  men- 
tionnerons celui  de  J.-A.  Serret.  (A  suivre.) 

EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  A.  Boatin. 


394.  —  Ayant  posé  ■ 

S„  =  X»  -f-  (x  4-  r)»  -f-  IX  -h  2n»  -+-  ...  -h  [x  4-  (n  -   i  )r]*. 
vérifier  les  identité'^  suivantes  qui  décomposent  algébriquement  S„ 
en  une  somme  de  quatre  carrés  au  plus  : 
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Sg    —  (2X  -!-  ?n^  -h  ix  -\-  6r)^  -+-  (x  -+-  3ri*  -i-  r*. 

S-    =  i2r  4-  4/'i-  +  la^  +  /■!-  -t-  i.r  4-  5n^  +  (./■  4-  jn''. 

Sj,    =  (2j;  4-   tin'^  -I-  I  2a;  4-  3/'i^  4-  (3r)*  +  r"^. 

S|o  —  (3.r  4-  i_j/ 1^  -^  (.c  4-  3n*  4-  (8/'i^  4-  i4/-i^ 

S,^  —  I  3.r  -f-  i6yi^  4-  ijî  4-  5r,'^  4-  (a;  +  2/"r-'  4-  (lo/'i^ 

S,jj  =  (3j-  +  i5n*  +  la;  4-  i6/'j*  4-  ix  4-  5yi-  +  .i^ 

S, 3  =  I  3a;  4-  24/-|2  +  (  .j-  .f  3;')2  +  (8/-)*  +  r*. 

Su  —  (3js  4-  !2ri*  4-  I  2.r  4-  25/m*  4-  (x  4-  5/')'  4-  ibn^. 

S,5 -at;  (3^  +  3wi*  4-  I  2a;  4-  2ri^  -t-  la;  +  jr)^  4-  (a;  4  r)-. 

S|5  =  (4a;  -4-  3o/'i^  4-  (  i8/"i-  4-  (4/'i'*. 

S^^  —  (4a;  4-  34n^  4-  a;^  4-  (  i8n"^  4-  14/')*. 

S,8  =  (3x  +  4  iyi2  -j-  i3a:  4-  io/-i"  -+-  (an*. 

Sj3  =  (3a;  +  44/'r'^  4-  (3a'  4-  i3ri'^  +  ,x*  4-  12/''^ 

Soo  =  i^x  4-  4  7''i*  -»-  (  2.r  4-  /■!*  4-  ('i6n^  4-  (2/'i*. 

Sj,  =  (4a;  +  49''i*  +  12a;  4-  /')*  4-  la;  4-  i  2n-  +  i  I8/■l^ 

S22  —  (3a;  4-  40/')"  4-  t  3a;  4-  3or)*  4-  ('2a;  —  3r,i^  +  /■^ 

Sj.j  —  (3a;  4-  5  3n'^  -1-  i3.r  4-  gri*  4-  ('2a;  +  28n^  4-  i.r  -f-  i  in'' 

S.,j  =  {^x  +  65/-I"  +  (2a;  4-  jn'  4-  (zx  4-  yi*  4-  ^-jrf. 

S.^.  —  (5a;  4-  6o;-i-  4-  1  ?ûn-  4-  (2on-, 

S„6  =  (Sx  +  ôS/'i'^  -i-  ;x-^  +  (3on-  4-  (2o/-i^ 

S.,.  =  ('3a;  +  63n'''  4-  la;  4-  3or)^  4-  la;  -1-  6/m*  4-  i36/;)\ 

S,g  i^  (4.2;  4-  79/')'  -4-  (2X  4-  26,'-)°-  -t-  (2a;  4-  iri'  -f-  (2a;  -h  2/',^ 

S, 3  =  (5a;  +  8on-  +  (2a'  4-  3?';'^  +  (27;')-  4-  (24/')*. 

S.,^  —  (5a;  +  69/')'*  +  (  2a;  4-  33/'''^   +-  (a;  —  \6r)~  -+-  (27/'i^ 

Sjj  =  (5a;  4-  55;-)'^  4-  (2a;  4-  74/- 1'  -1-  (.r  4-  i  5/')-  4-  ix  -+-  27/M-. 

532  =  (4a;  4-  98;')*  +  i4..r  4-  26yi^  -i-  (  10/' i'*  4-  (6/-/-, 

533  =  ('5a;  4-  96/')^  +  (2a;  4-  12/')-  4-  (2.r  4-  12/-)^  4-  (44rl^ 
Sst  =  (5a;  4-  io5/-)*  4-  i'tx  +  \ir\'^  4-  (36/')^  +  (8r)^ 

S35  =:  (5a;  4-  i04/"i''  -t-  (3a;  +  ?3/')'^  4-  ix  4-  br)"^  4-  <48/'j*, 

Sgg  =  (6x  4-  io5n-  +  162/"!-  4-  < 4n^  4-  (5/"i*. 

Sg,  —  {()x  +  lOQ/'i*  +  (a-  4-  ^2rf  +  (53/'i"-^  +  (34/•)^ 

395.  —  Sommer  la  suite  : 

S=l4-14-24-44-74-    ...    -h   U„. 
(U„   =r    U„_i    +    U„_2    4-    U„_3l. 

"„..o  +    '<„  —    ' 

On  trouve  S  == • 
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396.  —  On  peut  toujours  trouver  n*  entiers  positifs,  en  progres- 
sion arithmétique,  et  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  carré. 
(Voir  /.  M.  E.  Ex.  divers,  n''^  302  à  308,  369  à  372.  i 

Ou  a  à  résoudre  en  nombres  entiers  i'équalion  : 

Gn^x"  +  (5n^\Tn}  —  i]rx  +  n^[n'^  —  i  )(2/i»  —  i  )/•*  =:  Gk^, 
où  X  désigne  le  plus  pelil  des  entiers  considérés,  r  la  raison  et  A"  la 
somme  des  carrés  des  termes. 
Cette  équation  se  ramène  à 

i2l;'^  —  /i^(n^ —  I  )<■-:=  12//-, 

ou  bien  /c"  —  y'  =  —^ — 

12 

qui  est  toujours  possible  ;  alors 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

(CONCOURS  DE  1895) 
Solution  par  M.  II.  Harivel,  professeur  de  mathématiques  (*). 


PREMIERE    PARTIE 

Trouver  les  côiès  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  la  diffé- 
rence a  des  côtés  de  l'angle  droit  et  la  différence  p  de  t' hypoténuse 
et  de  la  hauteur.  —  Discuter. 

Soient    x,  y    les  longueurs  des  côtés   de  l'angle    droit  ; 
:::,  l'hypoténuse;  v,  la  hauteur. 
On'^a 

(1)  X  -  y  =  %, 

(2)  a:*  +  xf  =  z^, 

(3)  z-v^  p, 

(4)  xy  =  zv. 

Élevons  (1)  au  carré;  en  tenant  compte  des  équations  (2) 
et  (4),  on  a 

5*  —  -izv  =  a'. 
De  (3),  on  lire  v  —  z  —  ^y, 

(•)  Nous  avons  reçu  une  solution  analogue  de  M.  labbé  Reboul,  pro- 
fesseur au  collège  de  Belley. 
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On  aura  donc 

Z*   —    2Z{Z   —   p)   =  «•, 

OU  (oj  :;*  —  2pz  -h  a*  =  o. 

Cette  équation  a  ses  racines  réelles,  si  l'on  suppose 

p>  —  a»  ^  o; 
c'est-à-dire  si  j3  est  supérieur  ou  égal  à  a. 

Mais,  a  priori,  l'hypoténuse  doit  être  plus  grande  que  p, 
et  comme  /'((î)  =  —  ji«  4-  a»,  quantité  négative,  la  plus 
grande  racine  peut  seule  convenir  à  la  question.  Nous  avons 

donc  

Z  =  p  +  \/p'  -  a*. 

Pour  achever  de  déterminer  le  triangle,  calculons   i'. 

Nous  avons  vu  que  2*  —  2zv  —  a'^  ; 
d'ailleurs  z  —  v  -t-  j3, 

donc  (r  4-  Ê)»  —  2 (y  +  i)i;  =  a*, 

d'où  u  =  v/ji*  —  2^% 

P  étant  >  a,  la  seule  condition  est 

2\/fS^   -    X"  <   & 


y/p'  - 


ou  \/p^  —  a" 

condition  toujours  vérifiée,  puisque  (5  est  positif 

En  résumé, 
une  seule  solution,  si  j3  >  a; 
pas  de  solution,  si  ,8  <  a . 
Construction  géométri- 
que.—  Prenons  AB  :=  2{3, 
AG  =  a;  AF  est  la  plus 
grande  racine  de  l'équa- 
tion (o);  d'uilleurs,  OM=v'p^  —  a».  Décrivons,  sur  AF  comme 
diamètre,  une  circonférence;  si  PI  =  OM,  le  triangle  APF 
est  le  triangle  cherché. 
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DEUXIEME    PARTIE 


On  donne  deux  circonférences  concentriques  et  un  point  P  sur 
l'une  d'elles.  On  mène,  par  le  point  P.  dans  les  deux  circonférences, 
les  cordes  rectangulaires  PA  efBPC.  Ces  cordes  tournent  autour 
du  point  fixe  P. 
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/"  Démontrer  que  PA'  +  PB"  +  PC"  esl  une  somme  cons- 
tante. 

2°  Que  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triafigle  ABC  est  aussi 
constante. 

3°  Démontrer  que  le  centre  de  g?'avi té  du  triangle  ABC  est  fixe. 

4°  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle   ABC. 

i"  Soient  ?-elR  les  rayons  des  deux  circonférences;  élevons 
10  perpendiculaire  sur  PC  et  traçons  OP. 

Nous  avons  01"  +  Pi"  =  r^,- 

PÂ'       /PC 

■  + 

4 


PP      ^-       Pb- 

4  4  4  2 

Mais  PC  X  PB  =:  PE  X  PF  r=  R-  -  /•% 

donc  PÂ^  4-  Pg2  ^  PB'-  ^  4  fr^  4-  ^'  ~  ^''\  =  2(R^  4-  /•-). 

2°  Pour  prouver  que  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle 
ABC  est  constante,  observons  que 

ÂB^  =  BP"  +  ¥k-, 

AC^   =:   Pl^   +    PC^ 

BG^  =  (BP  +  PC)-  =  PB'  +  PC"  +  2rR*  -  r^-): 
d'où 
Tb-  +  ÂC'  +  BC-  =  2(PÂ'  +'PC-  +  PB^  +  2(B^  -  /■"-) 
=  4(R2  +  r^)  +  2(R-  -  r^') 
=  6R*  -+-  2/-^  =  constante. 

3"  Le  centre  de  gravité  est  fixe. 

Construisons  le  rectangle  ayant  pour  côtés  PA  et  PI,  joi- 
gnons KM,  M  milieu  de  AP,  H  point  do  rencontre  de  KM 
avec  AI  et  G  point  de  rencontre  de  AI  avec  PO.  Le  point  0 
étant  le  milieu  de  IK  et  lepoint  M  le  milieu  de  AP,  les 
triangles  semblables  donnent  successivement  IG  =  GH  •=  AH. 

G  étant  au  tiers  de  AI,  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du 
triauarle  ABC. 
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OG 


Or,    -—  =  _— 


-  12. 

GP  "  ÂP 
donc  le  point  G,  situé 
tiers  de  OP  à  partir 
du  point  0,  est  un 
point  fixe. 

4°  Lieu  des  milieux 
des  côtés  du  triangle 
ABC. 

Le  lieu  du  milieu  I 
du  côté  BG  est  évi- 
dent, car  l'angle  PIO 
étant  droit,  ce  lieu  est 
la  circonférence  dé- 
crite sur  OP  comme 
diamètre. 

Pour  trouver  le  lieu  du  milieu  de  AG,  nous  construisons  le 
rectangle  APGR  dont  le  sommet  E,  pour  des  raisons  évidentes, 
appartient  à  la  ciri^onférence  A:  N  milieu  de  AC  est  aussi 
le  milieu  de  la  deuxième  diagonale   PR   du  rectangle. 

Ainsi,  tout  revient  à  trouver  le  lieu  du  milieu  des  droites, 
issues  d'un  point  P,    et  limitées  à  cette  circonférence. 

Ge  lieu  est  la  figure  homothétique  à  la  circonférence    A, 
c'est-à-dire  une   circonférence   ayant  un   rayon   moitié   du 
rayon  de    A    et  dont  le  centre  est  sur   PO. 
L'est  aussi  le  lieu  du  milieu  du  côté  AB. 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

(Concours  de  1895.) 


Épwe. 

Une  sphère  de  centre  O,  de  rayon  égal  à  9'='"  est  tangente  au  plan 
horizontal.  Soient  AB,  un  diamètre  horizontal  de  la  sphère,  C,  le  milieu 
du  rayon  OA,  D,  le  point  le  plus  élevé  de  la  sphère.  Par  les  trois  points 
B,  C,  D,  mener  trois  parallèles  faisant  des  angles  de  45°  avec  le  plan 
horizontal  et  perpendiculaires  à  la  direction  AB.  Trouver  la  projection 
horizontale  de  l'intersection  de  la  sphère  et  de  la  surface  prismatique 
indéfinie  ayant  ces  trois  parallèles  pour  arêtes  latérales. 
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Représenter  la  portion  (supposée  opaque)  de  la  sphère  comprise  dans 
la  surface  prismatique.  Construire  les  sommets  des  ellipses  formant  la 
projection  de  l'intersection,  et  écrire  les  cotes  des  points  correspondants. 

Mener  les  tangentes  à  ces  ellipses  en  leurs  points  situés  sur  les  projec- 
tions des  arêtes. 

Construire  les  projections  des  points  de  l'intersection  déterminés  par 
le  plan  horizontal  de  cote  i6. 

Mener  à  l'iulersection  les  tangentes  parallèles  aux  côtés  du  triangle 
BCD  et  écrire  les  cotes  des  points  de  contact. 


ECOLE  NAVALE 

(Concours  de  189?.) 


Composition  de  géométrie  et  de  géométrie  analytique. 

I.  Exposer  succinctement  le  principe  de  la  méthode  des  isopérimètres 
pour  le  calcul  de  n. 

II.  Dans  un  triangle  sphérique  ABC,  si  la  somme  des  deux  angles  B  et 
C  est  égale  à  deux  droits,  la  somme  des  deux  côtés  AB  et  AC  est  égale  à 
une  demi-circonférence.  En  conclure  que  si  on  se  donne  A  et  la  somme 
B  +  G  =:  2  dr.,  le  côté  BG  passe  par  un  point  fixe. 

III.  Soient  OX  et  OY,  deux  axes  rectangulaires;  A,  B  deux  points 
sur  ces  axes  ;  M,  N  les  milieux  de  OA  et  de  BA.  On  considère  : 

1°  L'hyperbole  équilatère  de  ceutre  M  tangente  eu  O  à  l'axe  des  Y. 

2°  L'hyperbole  équiktère  de  centre  N  tangente  en  B  à  l'axe  des  Y, 

Construire  les  asymptotes  de  ces  hyperboles. 

Elles  se  coupent  deux  à  deux  eu  quatre  points  qui  sont  les  centres  des 
cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  AMN. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  hyperboles,  autres  que  A,  sont  à  l'inter- 
section de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  OA.B  et  delà  parallèle 
à  l'axe  des  X,  menée  par  N. 

Lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  hyperboles; 

Lieu  des  points  de  rencontre  des  asymptotes  lorsque  A  et  B  se  dépla- 
çant respectivement  sur  l'axe  des  X  et  des  Y,  la  longueur  AB  reste 
constante. 

On  posera  A  =  2a,        03  =  2fe,        AB  =  2I. 

Épure. 

Une  sphère  de  rayon  R  =  50"'"  est  tangente  au  plan  horizontal  de 
coté  0,  au  point  O.  D'un  point  A,  situé  dans  ce  plan,  à  une  distance 
OA  =  100°"°,   on  mène  successivement  : 

1  "  Les  deux  tangentes  à  la  sphère  faisan  t  avec  la  verticale  un  angle  de  40"  ; 

2°  Les  deux  tangcnlcs  à  la  sphère  faisant  avec  l'horizontale  OA  un  an^le 
lie  23". 

Ces  quatre  tangentes  étant  considérées  comme  les  arêtes  d'une  pyra- 
mide indéfinie,  de  sommet  A,  tracer  la  projection  du  volume  commun 
à  la  sphère  et  à  cette  pyramide. 


164  JOURNAL   UE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉVIENTAIRES 

Calcul  logarithmique. 

Calculer  l'angle   x   compris  entre   o  et  ti   qui  vérifie  l'équation 
„  X  _  sin^  359°  22'  i3",7  tg  2 143"  49'  35",8 
2  (o,365 247)2  cos" 91°  i5'  32",'") 

O  <.'C<  i«o°. 

Composition  d'algèbre. 

I.  —  Convergence  des  séries  dont  les  termes  sont  alternativement 
positifs  ou  négatifs. 

II.  —  On  donne  une  demi-circonférence  ACB,  de  rayon  OC  =  R.  Ou 
demande  de  déterminer  sur  les  tangentes  aux  extrémités  du  diamètre 
deux  points  D  et  E  (AD=a-,  BC  :=  y)  tels  que  DE  soit  tangent  à  la 
demi-circonférence;  et  que  la  surface  de  la  sphère  engendrée  par  la 
demi-circonférence  FDEG,  circonscrite  au  trapèze  ADEB,  en  tournant 
autour  de  AB  soit  égale  à  m  fois  la  surface  totale  du  tronc  de  cône 
engendré  par  le  trapèze. 

III.  —  Calculer  à  0,001  près,  les  racines  de  l'équation 

x''  -\-  T.X'^  —   7,6  =  O. 


INSTITUT  NATIONAL  AGRONOMIQUE 

(Concours  de  1895.) 


Mathématiques. 

I.  —  On  veut  rembourser  un  capital  C  au  mo^'en  d'une  annuité  a 
payable  à  la  fin  de  chaque  année;  on  demande  quel  est  l'amortissement 
pendant  la  //""'  année,  c'est-à-dire  de  combien  la  dette  a-t-elle  diminué 
de  la  fin  de  la  p  —  1 1*'""'  année  à  la  fin  de  la  p'''"*^?  Discuter  la  formule 
trouvée. 

Application  :  C  =  100.000  francs. 

a  =  10.000  francs. 
/•  z=  o,o3  (taux  pour  i  franc). 
p  =  8. 

II.  —  Étant  donné  un  rectangle  ABCD,  à  quelle  distance  du  côté  AD 
doit-on  mener  une  parallèle  EF  à  ce  côté,  pour  que  le  rapport  de  la 
diagonale  AF,  du  rectangle  AEFD  ainsi  formé,  à  EB  soit  égal  à  un 
nombre  donné  m  ; 

A  F 

ËB=='"- 
Discussion  (*). 

(*)  On  voit  que,  d'après  l'énoncé  même,  le  point  F  est  à  l'intersection 
de  CD  avec  la  circonférence  décrite  sur  MM'  comme  diamètre;  M.  M' 
étant  les  points  qui  partagent  AC  dans  le  rapport  donné  m.  Cette  solu- 
tion géométrique,  évidente,  permettait  de  retrouver  très  simplement,  par 
des  considérations  géométriques,  les  résultats  fournis  par  la  discussion 
demandée. 
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BACCALAUREATS 


Académie  de  Grenoble  (  ■  ). 
BACCALAURÉAT    COMPLET 

I.  —  Dans  un  triangle  rectangle  BAC,  on  donne  l'hypoténuse  a  et  ia 
somme  l  de  la  hauteur  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypo- 
ténuse et  de  l'un  des  segments  qu'elle  détermine  sur  celte  hypoténuse. 

Déterminer  celte  hauteur  algébriquement  ou  géoaiétriquement.  Dis- 
cussion, en  supposant  a  fixe  et   /  variable. 

IL  —  Fraction  ordinaire  génératrice  de  0,37432  432  .. . 

20  Questions  UN  choix:  (a)  Recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres  par 
la  méthode  des  divisions  successives. 

(b;  Tout  noml  rc  qui  divise  un  produit  de  deux  facteurs  et  qui  est 
premier  avec  l'an  d'eux  divise  l'autre. 

(C/  Réduction  d'une  fraction  ordinaire  à  sa  plus  simple  expression. 

3°  l'roblème.  —  Les  trois  faces  d'un  angle  trièdre  OABC  sont  des  angles 
droits.  On  prend  sur  deux  des  arêtes  deux  longueurs  égales  données 
OA  =  OB  =  (I,  et  sur  la  troisième  une  longueur  variable  OC  =  x.  On 
demande  de  déterminer  x  par  la  condition  que  le  volume  du  tétraèdre 
OABC  soit  égal  au  produit  de  sa  surface  totale  par  une  longueur  donnée 

positive    —.  —  Maximum  de   m. 

Académie  de  Lille. 

OucstiLim  au  choix:  1"  Étudier  la  fonction  ^r  =  coscc  x.  Ou  traitera 
seulement  les  questions  suivantes:  délinition,  variations.  Condition  pour 
que  l'cquation  coscc  x  —  a  admette  des  solutions  ;  formule  pour  i)asser 
de  l'une  d'elles  à  toutes  les  autres.  —  Formes  diverses  de  la  relation  qui 
lie  les  deux  arcs  dont  les  cosécantes  sont  égales  et  de  même  signe  ou 
égales  et  de  signes  contraires. 
2°  Montrer  que  le  système 

a  =z  b  cos  C  -f-  c  ces  B, 
b  =  c  cos  A+  a  cos  C, 
c  =  Il  cos  B  4-  t  cos  A, 
entraîne  le  suivant 

a  b  c 

^— r  =  -7— 5=-^-^,        A  +  B -f-C=  i8o». 
sin  A      sin  B      sin  C 

I  *)  Je  rappelle  ici,  à  l'aimable  attention  des  correspondants  du  .Journal, 
la  note  que  j'ai  insérée  dans  le  n"  d'avril  (p.  86),  note  dans  laquelle  j'appelle 
leur  attention  sur  une  question  donnée  aux  examens  du  baccalauréat  es 
sciences,  k  Montpellier.  La  question  posée  a-t-elle,  contrairement  à  mon 
opinion,  une  solution  élémentaire'.' 

Quelle  est  celte  solution  ?  G.  L. 


166 


JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 


On  ne  démontrera  pas  la  réciproque,  mais  on  mettra  en  évidence  les 
conditions  restrictives  qae  doivent  vérifier  les  éléments  a,  b.  c,  A,  B,  C. 
3°  Un  angle  étant  donné  par  sa  tangente  seulement,  ou  demande  d'éta- 
blir a  priori,  sans  mise  en  équation,  combien  la  tangente,  le  sinus  et  le 
cosinus  de  sa  moitié  ont  respectivement  de  valeurs  aistinctes.  On  étudiera 
ensuite  si  ces  valeurs  sont  réelles  et  on  indiquera  les  relations  qui  exis- 
tent entre  elles. 
Problème  oblir/atoire.  —  On  donne  trois  droites  concourantes  LT,  aP,aQ 

et  un  point  A  pris  sur  xP;  c'est-à- 
dire  que  l'on  doit  considérer  la  longueur 
aA  et  les  angles  PaT,  QaT,  comme 
donnés.  On  demande  de  trouver  sur 
LT  un  point  M  tel  qu'en  menant  MN 
perpendiculairement  à  LT  et  limitée 
à  aQ,  puis  MR  perpendiculaire  à  AM  et 
égale  à  MN,  et  traçant  AR  qui  coupe 
LT  en  un  certain  point  S,  on  ait: 

^1  XXS  =~^A.  X  SM. 
On  pourra  donner  une  solution  ana- 
lytique ou  encore  déduire  de  la  considération  des  changements  de  plans 
une  solution  géométrique. 


QUESTION  546(*) 

^ioliitioii  par  M.  Georges  Rodriguez,  étudiant  a  Medcllin  (Colombie). 


Résoudre 
(x  -H  a)  (x  ^-  h)  [2x-^  -+-  (a  -i-  b)  (a  -i-  b  —  xf] 

=  2(a  -h  b)x[a^(x  ^-  a)  +  h^x  -+-  b)]. 
(Sollerstinsky.; 
On  peut  mettre  l'équation  sous  la  forme 
[x^  4-  [a  +  b)x  -h  ab]  [2X^  -h  {a  ■+-  b)x^  —  2{a  +  bfx  -h  (a  -i-  6)^] 
=  2{a  +  b)x[{a''  -I-  b'')x+  {a^  +  ¥)]  , 
ou 
2.r;5  4-  2X^{a  +  b)  +  x''{a  +  b)  +  x^{a  +  b)'^  —  2x^{a  -h  b)- 

—  2X^-{a  +  by  -+■  2abx^  -+-  2abxHa  +  b)  —  2x^{a  ■+■  b){a'^  -h  6'^) 

—  2x{a  +  bY  {a^  +  6^)  +  x'^  {a  -hb)'"^  +  x{a  +  by  —  abx^  {a  +  b) 

+  ab{a+  by  —  o , 
ou 
(x  +  a  -i-  b)[2X^  +  x^{a  -t-  b)  —  2x'-ia  -r  b)'^  -h  2abx^ 

—  2x{a  +  b}{a-  +  b-)  +x{a-\-bf—abx{a-r-b)  +  ab{a  +  by-]=  o. 


C)  Nous  avons  reçu,  trop  tardivement  pour  la  signaler,  une  solution 
de  la  question  5G2  (.Voyez  Journal,  p.  43)  de  M.  José  de  la  C.  Arbelaéz, 
à  Marimilla  (Colombie). 


JOUKNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES         1(57 

Ou  a  doue  uue  première  racine  x    égale  à    —  (a  +  6) . 
Reprenons  l'équation 
2a;*  +  x^ {a  -^  h)  —  2x"{a  -+-  b)'^  +  2abx^  —  2x{a  +  b)i(i-  +  b'-) 

+  x{a  +  bf  +  abxia  4-  6j  -t-  ab{a  +  b)-  — 
ou 

2a;*  +  2a;^(a  +  6)  —  a;'^(«  +  6)  —  a;"^(a  +  bf  —  x'{a  -h  ôj''^ 
—  x{a  +  6)'^  4-  2rt6a;-  +  2abx{a  -h  b)  +  abx{a  +  b) 
-+■  ab{a  -+-  bf  —  o  , 
ou 
{x  +  rt  +  b)[2x^  —  a;-^(a  -^  b)  —  x{a  +  bf 

+  2a6.2;  +  ab{a  +  6)]  —  o. 
Ou  a  uue  nouvelle  racine  égale  à  la  précédente.  Eufiu 
2X^  —  x'^ifi  +  b)  —  x{a  4-  bf  +  2a6a;  +  ab{a  +  6)  —  o , 
donne 
2,f^  ~  2a;^(a  +  6)  +  2a6x  +  (a  +  6)as^  —  (a  +  6)''^J2 

+  ab{a  +  b)  =  o, 
ou  [a;''*  —  (a  +  6)a;  +  ab]  {2X  -h  a  +  b)  ~  o, 

(x  —  a){x  —  6) (2.x  +  a  -\-  b)  =  o. 
L'équation,  en  résumé,  a  pour  racines  :  1"  uue  racine  double 

égale  à    —  (a  +  6)  ;   2°  trois  racines  simples  a,  b, 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


650.'^1"  Dans  tout  triangle,  les  perpendiculaires  élevées, 
par  le  centre  de  gravité,  aux  trois  médianes  coupent  les  côtés 
correspondants  en  trois  points  en  ligne  droite; 

2°  Si  les  perpendiculaires  élevées  par  le  centre  de  gravité 
aux  médianes  BM',  CM"  coupent  respectivement  AG,  AB  eu 
F,  F';  la  droite  FF'  coupe  BG  en  un  point  A",  situé  sur  une 
droite  avec  les  points  analogues  B",  G".        (A.  Davidoglou.) 

651.  —  Dans  un  cercle  F,  on  considère  un  diamètre  fixe 
AB  et  une  corde  mobile  y.'^  telle  que,  dans  chaque  position, 
on  ait,  en  projetant  jï  eu  f.,  sur  AB  ;  a_8  =  i^^y.  La  bissectrice 
de  aA[3  coupe  B[3  en  Bj  ;  la  parallèle  à  ABj,  menée  par  B,  coupe 
Ap  en  Ay. 
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La  droite  y.;^.,,  qui  passe  par  les  milieux  ij.,  a^  des  segnieuts 
AB^,  AiB.  conserve  sur  AB  une  projection  orthogonale  cons- 
tante. (A.  Davidofjhu.) 

652.  —  Un  donne  une  circonférence  de  cercle  et  un  point 
dans  son  intérieur.  De  ce  point,  on  mène  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  au  cercle.  Démontrer  que,  quelles  que 
soieut  ces  deux  droites,  la  somme  des  inverses  des  carrés  des 
cordes  que  le  cercle  intercepte  sur  elles  est  constante. 

(Mannheim.) 

653.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un 
poiut  A  sur  Qx.  Soit  co  un  point  quelconque  sur  Oy  et  soit  0' 
le  symétrique  de  0.  par  rapport  à  oj.  Du  point  w  comme  centre, 
avec  OA  pour  rayon,  on  décrit  une  conférence  A  qui  rencontre 
AO'  aux  points  E,E'.  On  trace  OE,  OE',  qui  coupent  w  en  F 
et  F'.  La  droite  FF'  passe  par  le  symétrique  de  A  par  rapport 
à  0.  _     (A.  Davidof/lou.) 

654.  —  Les  bissectrices  des  angles  intérieurs  d'un  qua- 
drilatère ABCl)  forment  un  autre  quadrilatère  MNPQ. 
Construire  ABGD  connaissant  MNPQ.         (A.  Davidoglou.) 

655. On  considère  un  triangle    ABC    et  le  cercle    A. 

circonscrit  à   ABC. 

Les  parallèles  à  la  tangente  en  A  au  cercle  A,  menées 
par  les  points  B,  C,  rencontrent  les  côtés  AC,  AB.  en  des 
points   A',    A".    La  droi  e   A'A'  coupe   BC    en    a. 

Démontrer  que  Aa,  elles  droites  analogues  Bo,  Cy  passent 
par  un  même  point.  G.  L. 

ERRATUM 

Page  142.  —  Au  Ucd  Je  «  rclalion  (3)  »,  it  f<tat  comprcndrr  la  relation 
qu  il  s'agissait  de  démontrer. 


1 


Le  Directeur  Gérant, 
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SUR  UN  THEOREME  INDÉPENDANT 

DU    POSITLATUM    d'eUCLIDE 
Par  M.  G.  Tarry. 


Nous  allons  dcir.oufrcr  qu'un  triangle  est  isoscèle  s'il  a 
deux  bissectrices  intérieures  égales,  sans  nous  appuyer  sur 
le  postulatum  d'Euclido. 

Lemme.  —  Dans  un  quadrilatère  convexe  dont  les  diagonales 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales,  deux  côtés  opposés 
ne  peuvent  oC  rencontrer. 

On  démontre  bien  facile- 
ment que  les  perpendiculaires 
menées  par  le  point  d'inter- 
section des  diagonales  à  deux 
côtés  opposés  se  confondent 
en  une  seule  droite.  D'où  l'on 
conclut  que  deux  côtes  oppo- 
sés, nécessairement  perpen- 
diculaires à  une  même  droite,  ne  peuvent  se  rencontrer. 

Théorème.  —  Cela  démontré,  je  dis  qu  un  triangle  ABC,  qui 
a  deux  bissectrices  intérieures  égales,   BB'  et  CC,   est  isoscèle. 

Soit  M  le  milieu  de  la  droite  C'B'.  Prolongeons  la  droite  BM 
d'une  quantité  égale,  Ml)  =^  BM.  La  droite  B'û  ne  peut  être 
à  l'intérieur  de  l'angle  G'B'A,  autrement  les  côtés  opposes  B'C 
et  B'D  du  quadrilatère  BC'DB'  se  rencontreraient  nécessaire- 
ment, ce  qui  est  impossible. 

Il  résulte  de  là  que  le  point  B'  se  trouve  à  l'intérieur  du 
triangle  CCD. 

Supposons  maintenant  que  les  côtés  AB  et  AC  ne  soient 
pas  égaux,  que  AB  soit  plus  petit  que  AG. 

L'angle  B  sera  plus  grand  que  l'angle  C,  l'angle  ABB', 
moilié  de  l'angle  B,  ou  son  égal  l'angle  C'DB',  sera  plus  grand 
que  l'angle  C'CB',  moitié  de  l'angle  C. 

lOUltNAt.    I)K    MA  111.     KI.KM      —    18'.ir>.  8 
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D'autre  part,  si  l'on  compare  les  deux  triangles  BGB'  et 
BGC,  qui  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  on  voit  que  le  côté  BC,    ou  son  égal   B'D, 

opposé  à  l'angle     —  >     est  plus  petit  que  le  côté   CB'   opposé 

à  l'angle   —  •    Par  conséquent,  dans  le  triangle  B'DG,  l'angle 

B'DG,  oppose  au  côté  GB'.  est  plus  grand  que  l'angle  B'GD, 
opposé  au  côté  B'D. 

Les  angles  G'DB'  et  B'DG  étant  respectivement  plus  grands 
que  les  angles  G'GB'  et  B'GD,  et  le  point  B'  étant  à  l'intérieur 
du  triangle  G'GD,  l'angle  G'DG  est  plus  grand  que  l'angle  G'GD  ; 
par  suite,  le  côté  GG'  est  plus  grand  que  le  côté  G'D,  plus 
grand,  par  conséquent,  que  son  égal   BB'. 

Les  deux  bissectrices  BB'  et  GG'  ne  seraient  donc  pas  égales, 
contrairement  à  l'hypothèse. 

Ce  qui  démontre,  sans  le  secours  du  postulatum  d'Euclide, 
la  célèbre  réciproque  du  théorème  : 

Un  triangle  isoscèle  a  deux  bissectrices  égales. 


DÉMONSTRATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DE  QUELQUES  FORMULES 

DE  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE 
Par  M.  Braiid. 


4.  sin  (a  -I-  b)  —  sîM  a  cos  h  -+■  sin  h  cos  a. 

On  observe  que  la  formule  peut  s'écrire  successivement 
sin  (a  +  6)  —  cos  a  cos  6.  (tg  a  +  tg  b) 
séc  a. sin  {a  +  b)  —  cos  6.(tg  a  +  tg  b). 
Soient,  dans  une  circonférence  de 
rayon  i,  l'are  AM  égala  a  et  l'arc  MB 
égal  à  b  (fig.  -f).  Le  triangle  OBT  est 
égal  à  la  différence  des  triangles  OTT'  et 
BTÏ';  dès  lors,  on  a 

OT  X  BP  =:  TT'  X  OM  -  TT'  x  QM 
ou  OT  X  BP  =  TT'  X  00 

tg  b)  cos  6j  etc  .. 


A  T 


0  P 

Fig.  I 

c'est-à-dire,   séc  a  X  sin  {a  +  b)  =  (tg  a 
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2.  sin  (a  —  b)  =  sin  a  cosh  —  si7i  h  cos  a. 
On  écrira,  de  même,  successivement 

sin  (a  —  b)  =  cos  a  cos  6.(tg  a  —  tgô) 
séc  6. sin  (a  —  b)  =  cos  a.(tg  a  —  tg  6)  . 

Soient  (fi[/.  2)    WX  =a  et  MB"  =-  b. 

Le  triangle  OAT'  est  égal  à  la  difTé- 
rence  des  triangles  OTT'  et  ATT'  ;  dès 
lors,  on  a 

OT'xAQ^TT'xOM-TT'xPM=TT'xOP 
ou 

séc  b  X  sin  {a  —  b)  —  (tg  a  —  tg  6). cos  a,  eU 

3.  si?i  2a  —  2  sin  a. cos  a. 
Soient  (fig.  3)  WK  r=  MX'  =  a 
L'aire    du     triangle    OAA'    piciul 

deux  formes  différentes,  suivant  que 
l'on  considère  la  hase  OA'  ou  la 
base  AA'.   On  aura  ainsi 

OA'  X  AN  ^  AA'  X  OP 
ou       OA'  X  AN  =^  2AP  X  OP 
Fig.  3.  ou  enfin     sin  2a  =  2  sin  a  cos  a. 

4.  cos  2a  =-■  cos^  a  —  sin^  a. 
Il  faut  démontrer  que 

I  X  cos  2a  =  (cos  a  ■+■  sin  a)  (cos  a  —  sin  a). 
Or  (fîgf.  3),  les  points  A,  N  et  N'  sont  sur  une  même  circon- 
férence qui  coupe  le  rayon    OM  en  G    et  son  prolongement 
en   C. 
Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a  successivement 
OA'  X  ON  =  OC  X  OC, 
ou  OA'  X  ON  =  (OP  +  PC'j(OP  -  PC), 

c'est-à-dire     cos  2a  =  (cos  a  +  sin  a)  (cos  a  —  sin  a). 

5.  sin  (a  -1-  b)  +  .sin  (a  —  h)  =  2  .sm  a. cos  h. 
Écrivons  cette  formule  sous  la  forme  homogène 

I  X  [sin(rt  +  b)  +  sin(rt  —  b)]  =:  2  sin  a  X  cos  b. 
Soient  (fig.  4)    MA  =  MA'  -=  a  et   MB  =  MB'  =  b.     Un 
aura,  à  cause  de  la  dccomposiiiou  du  quadrilatère   AOA'L' 
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en  deux  triangles  OAB'  et  OA'B'   et  aussi  les  deux  Iriaugles 
OÂA'  et  AA'B' 

OB'  X  (ÂK  +  A'K')  =  A  A'  x  (OP  +  PQ) 
ou  [sin(a  +  6)  +  sin(a  —  6]  =:  2  sin  a  X  ces  b. 

6.  67"?i(a  4-  b)  —  sin  (a  —  b)  =  2  cos  Q..sin  h. 

Sous  une  forme  homogène,  on  a 


^^  sin  (a  +  b)  —  sin  (a  —  b) 
I  X  — - 


Firj.  4. 


--■  cos  a  :■'  slnb' 

Le  triangle  OPB' 
(fig.  4)  a  pour  expres- 
sions du  double  de 
son  aire 

OPxB'Q   et    OB'xPI, 
<l'oii  la  relation 
OPxB'Q  =OB'xPI. 
Ed  remarquant  que 

PI  =  -  (AK  -  A'K'), 
2 

il  vient 

OP  X  B'Q 

=OB'x-(AK-A'K'), 

c'est-à-dire 
cos  a  sin  b 
_i  rsin(a  +  b)        1 
2  L   —  sin  (a  —b}j 


7.  cos  (a  4-  b)  4-  cos  (a  —  b)  —  i  cos  a.. cos  b. 

On  considère  encore  la  formule  homogène 
cos  (a  -h  b)  +  cos  {a  —  b) 


I  X 


=  cos  a  X  cos  b. 


Le  quadrilatère   PIB'Q  (fig.  4)  est  inscriptible;  si  donc  on 

imagine  une  circonférence  passant  par  ses  quatre  sommets, 

la  propriété  des  sécantes  issues  d'un  même  point  0,  donne 

OB'  X  01  =^  OP  X  00, 

cos  (a  4-  6)  +  cos  (a  —  b)  . 
i =  cos  a  X  cos  b. 


ou 


8. 
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cos  (a  —  b)  —  cos  (sl  -hh)  =  2  sin  a.,sm  b. 
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Comme  précédemment,  on  écrit 

"cos  {a  —  b)  —  cos  (a  -h  bj 


I  X 


sin  a  X  sin  6, 


Si  l'on  prolonge  A'K'  d'une  longueur  K'J  telle  que  A'.J  soit 
égal  au  rayon  i ,  la  perpendiculaire  JS  est  égale  à  sin  h,  car 
PÏK'  =  b.  Alors  le  triangle  PJA'  aura  pour  le  double  de 
son  aire  les  deux  expressions  PA'  X  JS  et  A'J  xIK'  et,  comme 


ou  aura 
OK' 


OK 


ou 


A'J  X 

2 

cos  (a  —  b)  cos  (a  +  b) 


■  PA'  X  JS  , 
=  sin  a. sin  /;. 


NOTICE  HISTORIQUE  SUR  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  Aubpy. 

{Suite  et  fin.) 


NOTE    Sni    LA   THEORIE   DES    SECTIONS   ANGULAIRES 

Cette  théorie  consiste  à  rechercher  les  équations  auxquelles 
conduit  la  division  des  angles  eu  parties  égales.  Les  méthodes 
employées  par  Viète  et  ses  successeurs  ont  une  élégance  qui 
devrait  bien  les  sauver  de  l'oubli. 

Les  théorèmes  de  Viète  peuvent  être  pré- 
sentés ainsi  : 

L  —  Considérons  les  arcs  égaux    AB, 
MN,  NP   (fig.  13)  et  le  diamètre   AX;  joi- 
gnons les  points  B,  M,  N,  P  au  point  X  et    A  o 
prenons  sur    MX    le   point    H     tel   que             P'^g-  I3. 
NH  =  NX.  Les  triangles   NHX,  BOX  ?ont  semblables  et  de 
plus   HM  =3  PX.   Donc 

BX       HX       MX  +  PX 
ÔX 


d'oîi 


PX 


NX 
NX.BX 


OX 


NX 
-  MX. 
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Si  on  fait  avec  Viète   OX  =:  i,  BX  =  a;  (*),  cette  relation 
devient 

(a)  PX  =  a;.NX  -  MX. 

Soient  maintenant  les  arcs  successifs  égaux   AB,  BG,  CD, 
DE, . . .  {fig.  ■14)  ;  on  a  d'après  (a) 

ex  ^  a;.BX  -  kX  =  af"  -  2, 
DX  =  x.GX  -  BX  =  X'  -  3x, 
EX  =  x.DX  -  GX.  =  X'  -  411C'  +  2, 
FX   =  a;.EX  -  DX  =  x'^  -  5x'  +  5x, 
CIX  =  x.YX  -EX  =  x^  -  6x'  +qx^  -  2. 


IL 


d'où 


On  a  de  même  (fig.  13) 

■     AB  AN 

ÂG 


AP  = 


AM  +  AP 
AN.AG 


AB 


-  AM 


ou,  eu  posant  AB  =  i,   AG  =  x. 

(3)  AP  =  aj.AN  -  AM. 

De  là  le  tableau  suivant  (fig.  14) 

AD  =  i'.AG  -  AB  =  X'-  -  1, 
AE  =3  a;. AD  -  AG  =  a;^  -  2X, 
AF  =  a;.AE  -  AD  =  x'  -  Zx""  +  \, 
AG  =  x.kY  -  AE  =  x^  -  4X^  +  3>r. 

III.  —  Prenons  sur  la  circonférence  AX  (fig.  15)  les  arcs 
égaux  AB,  DE,  EF,  FG,  XZ,  et  joignons  ZE,  GA;  on  a 
XZ  ==  GZ  =  XF,        EZ  =  XD. 
Les  triangles  ABO,  EAN  sont  semblables,  et  par  suite 
EA  _  EX  _  XD  -  AF  D  E 

BÔ  ~  BÂ  ~        BA       ' 
d'où,  en  posant   BO  —  i,   BA  =  x. 


(ï) 


FX  =  DX-a;.AE. 
DX==FX  +  a;.AE. 


Fig.  i:i. 


'*)  Au  lieu  de  x  et  de  ses  puissances,  x*,  x%  ...  x^,  Viète  écrit  N,  Q, 
C,  LL,  LC,  CB,  LQG,  LCC,  CGC,  abréviations  de  numerus,  quadratits, 
cubus,  etc. 
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Par  conséquent  (fig.  14) 

GX  ==  AX  -  ic.BA  =  2  -  x\ 

DA  =^  BA  +  a;. ex  =  ?>x  -  x\ 

EX  =  ex  -  a;.DA  =  2  -  -[x"'  +  x\ 

FA  =  DA  +  «.EX  ^  5x  -  S.î-^  +  a;% 

GX  =  EX  -  a;. FA  =  2  -  gx^  +  bx*  -  a;«. 


Viète  donne  ies  huit  premières  formules  de  chacun  des 
trois  tableaux  qui  précèdent,  en  expliquant  la  loi  de  forma- 
tion des  coefficients  au  moyen  de  ceux  des  formules  précé- 
dentes à  la  manière  des  nombres  figurés. 

Oughtred  {Clavis  maUiematica,  Londres,  1631)  a  expliqué 
avec  beaucoup  de  détails  le  théorème  III.  Il  devait,  ainsi 
qu'Harriot,  la  connaissance  des  écrits  de  Viète,  —  très  rares 
avant  leur  édition  par  Schooten,  —  à  Anderson,  disciple  do 
Vièle,  et  éditeur  de  plusieurs  de  ses  œuvres. 

On  doit  à  Newton  une  démonstration  très  simple  des  formules 
de  ce  même  théorème  {Lettre  à  Oldenbourg,  1676,  et  Arith.unw.). 
Soit  un  angle  suffi-  ^      M      P 

samment     aii>u       A        ar  B^ 


("^(y. /6');  prenons  suc-    A»K     C'-M     E     0     Q 

cessivemenlABr^BG  Fig.  16. 

=  CD  =  DE  =  . . .    L'angle  A  est  la  moitié  de  l'angle  GBD, 

le  tiers  de  l'angle  DCM,  le  quart  de  l'angle   EDN,    etc.  Les 

triangles   ABK,  AGL,  ADM,  AEN,. . .   sont  semblables;  de  là 

les  relations 

A  K         r"' 
BL  =^  AL- AB  =  —f^AG  -AB  =  '— -  2/-, 
AB         r 

A  K  r  ' 

GM  =  AM-AG^--(AG=:2.AL-AB)-AG=.— -  3x, 
AB  r- 

DN=AN-AD=4^(AE  =  2.AM-AG)-AD=— -^+2r, 
AB  ^  '  ;■«   r 

EO  :=  AO- AE  =  -rr7(AF  =  2 .  AN  -  AD)  -  AE  = ^-+  'yx. 

AB  r*   r'" 
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Dans  les  Mém.  de  l'Acad.  des  se.  pour  1102,  on  trouve  de 
Jacques  Bernoulli,  une  démonstration  nouvelle  des  mêmes 
formules.  Considérons  dans  la  circonfé- 
rence AX  (fîg.  17)  les  arcs  égaux  AK, 
AB,  BC,  et  joignons  BK,  AG,  GX.  Les 
triangle3ABO,BKXétantsemblables,ona 
°  ^^  BO  _  BX 

i'Vy. /;.  ^        _BA~BK' 

d'où,  comme  BX^  =  4.BO"  —  AB',   et  en  posant  AO  =  i, 
AB  =  X,  

—2      —2     ba\bx^ 

LA    ^  BK- .:.       ^Q,      =  4^^  -  X'- 
De  même,  si   CE  =  AC, 

--.,     cllcx"^ 

Ah"  =:  ■ — z= —  =  ibiz;^  —  20a;'  +  8a;*  —  a;*. 
CO^ 

En  général,  m  étant  une  puissance  de  2,  on  a  pour  la  corde 
^^^upie  l'expression 

mHm^  —  i)  rn^lm^  —  i)(w*  —  4)    , 

(7.)     m^x- — 'x'  -i ^ — '—- —  x^  -  ... 

3.4  :)  .4.3  .0 

Il  moulrc  par  une  méthode  d'interpolation,  peu  rigoureuse 
d'ailleurs,  que  la  formule  (a)  a  lieu  pour  une  valeur  entière 
quelconque  de  m.  Par  la  simple  soustraction  de  4,  ces  for- 
mules donneront  les  carrés  des  cordes  BX,  DX,  EX,  . . . 

Connaissant  les  expressions  des  carrés  des  cordes,  il  est 

facile  d'en  déduire  celles  de  ces  mêmes  cordes.  En  effet,  si  G 

est  le  milieu  de  GX,  on  aura 

ex  =  ?.G:1  ^  2.01  =  2. HO  ^  2.HX  -  2.0X 

B\^  

=  2  -—  -  AX  r=  BX-  -  2  =  2  -  AB^ 
AX 

Dans  son  Traité  anal,  des  sect.  con.  (Paris,  1707),  le  marquis 
de  l'Hospital  a  donné  une  remarquable  étude  des  sections 
angulaires.  Il  commence  par  une  exposition  très  nette  du 
théorème  I  de  Viète,  en  discutant  les  divers  cas  qui  peuvent 
se  présenter,  ainsi  que  les  racines  des  équations  correspon- 
dantes, et  réduit  les  formules  de  Viète  à  la  formule  unique 
,T,-  ,  o      n(n—  3)       ,       11(71  —  4)(n  —  5) 
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et  en  tire  plusieurs  théorèmes  sur  les  sommes  et  les  produits 
des  distances  d'un  point  quelconque 
de    la   circonférence    aux    sommets 
d'un  polygone  régulier  inscrit. 

Il  recherche  ensuite  les  équations 
déterminant  l'inscription   des  poly-  '^  0 

gones  réguliers  d'un  nombre  impair  Fig.  i8. 

de  côtés.  Soieut  les  arcs  égaux  AK,AB,  BC,  CD,  . . .  (fig.  i8). 
On  a 

OC  _         BX 

GX  ~ 

BX  = 


d'où 


ex  ~  zx  —  X. 


"x 


SX  —  X. 


DX4-  KX 
De  même  EX  =  s.CX 
En  général,  on  a  la  formule 

NX  =  xz"  —  a?v"-'  —  (n  -  i )«;"--  -i-  . . . 
Si  on  fait  NX  =  o,   on  a  l'équation  cherchée,  qui  est  donc 

Par  exemple,  les  équations 

2—1=0 

z"^  —  z  —  \  -=  o 


—  z'^  —  Zz"^ 

_     "4    _      1-3 


4- 


3^*  +  3s  —  I  =  o, 
—  dont  chacune  s'obtient  en  multipliant  le  premier  membre 
de  la  précédente  par  :;  et  retranchant  de  la  pénultième,  — 
servent  à  inscrire  les  polygones  réguliers  de  3,  5,  7,  9  et 
1 1  côtés  :  les  racines  représentant  les  cordes  GX,  EX,  GX, . . . 
Il  termine  par  le  théorème  suivant:  Soient  les  arcs  égaux 
AB,  EF  {fig  10).  Appelons  x,  y,  z,  v  les  longueurs  BX,  AB, 
AE,  EX.   Les  triangles  ABG,  AEX,  XFG  sont  semblables, 


et  on  a 

X 

Aï    . 

y 

-BG' 

I        GX 

•    V       FX 

^ 

I 

V 

y 

"AG* 

I       GX 

z  "  GF 

A 

^     .V. 
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GX  =  o;  -  —  »  FX  =  vx-  yz, 

V 

k¥  —  xz  +  vij. 

Donc,  si  on  forme  les  deux  suites    A,  B,  G,  D,   ...     et 
a,  b,  c,  d,  ...    telles  qu'on  ait 

k  =  X,  a  =  y, 

B  =  Ax  —  ay,  b  =  ky  -h  ax, 

C  =  Bx  -  oy,  c  =  By  +  bx, 

B  —  Cx  —  cy,  d  =  Cy  +  ex, 


les  expressions  B,  G,  ...  représenteront  les  cordes  GX. 
DX,  . . .  et  b,c,...  les  cordes  GÂ,DA,  ...  et,  de  là,  on 
tirera  facilement  les  expressions  générales,  sous  la  forme 
d'une  suite  finie. 

Enfin,  nous  terminerons  par  une  remarque  faite  par 
Lagrange  dans  son  Calcul  des  fonctions,  où  il  récapitule  les 
formules  donnant  les  divers  développements  de  cos  nx  et 
sin  nx  en  rappelant  que  ces  formules  sont  dues  à  Viète, 
à  Newton  et  aux  BernouUi.  Des  relations 

2  COS  z  COS  m^  =:  cos  (m  +  I  )  S  +  cos  (m  —  i  ) z, 
2  COS  2  sin  mz  —  sia  {m  +  i):;  +  sin  (m  —  \)z, 
on  conclut  que  la  suite  des  sinus  et  des  cosinus  d'arcs  en 
progression  arithmétique  est  une  suite  récurrente  qui  a 
l'échelle  de  relation  2  cos  s,  —  i,  remarque  déjà  faite  par 
Euler,  et  qu'on  peut  en  tirer  les  développements  connus  et 
sin7?ia;  et  cosmx. 

EXERCICES  DIVERS 

Par  Ang.  Boatin. 


397.  —  On  considère  la  suite  ?'écurrente  : 

Ui  =    I,  U2  =  3,  ...  U„  =  2U„_i  4-  U„_2. 

Vérifier  les  égalités  : 

v/2  III  _^       I 

—  =1 T-f  "         ^"" 


1.3  37  7.17  Un.U„_i 
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y' 1        III  I 

4  i  3.17  17.99  U2„U2„+2 

{Celle  dernière  est  rapidement  convergente.) 

398.  —  1"  On  considère  la  suite  récurrente: 

Uo  =  o,  Ui  =  I ,  u,  .-=  2,  . . .  u„  =  2U„_,  +  u„_2  ; 
démontrer  que 
/-  III  I 

V/2  ==    I    H +  t;^:    +   z H 


1.3        3.5        5.17        17.29 

I  I 


U2n+l(U2n  +    U2n_|  )  U2„+l(U2„+l    4"   U2n+2) 

2°  On  considère  la  suite  récurrente  : 
Uq  =  o.  Ui  =  I,  Uj  =r  2a,  Ug  =  4a^  +  i,  . . .  u„  —  2au„_i  +  u„_2; 
on  a 

I  I  I 


a 

I 

+  I 

(u 

•  + 

I 

)(Ui  H-  U.) 

(u, 

I 

+ 

u^Ku. 

+  . . 

) 

(u,  + 

U3)(U3    + 

1 

uj 

2 

a(a  +  i+v^a 

'-^0 

1   . 

4-U 

ô( 

Uj+Ug)          (U 

I 

2  +  U 

-1- 

+U5) 

(U2«  +  U2„+l)(U2„-^.2  +  U2„+a) 

399.  —  Le  produit  de  deux  triangulaires  consécutifs  n'est 
jamais  un  carré. 

400.  —  On  peut  toujours  trouver  une  infinité  de  triangulaires 
dont  le  rapport  soit  p,  quel  que  soit  cet  entier  ^,sauf  s'il  est  un  carré. 

Ou  a  à  résoudre  l'équation 

(1)  x[x+  i)=py(y-[-  I). 

En  posant        2x  ^=  k  —  i  y        2j/  =3  2  —  i,        elle  devient 

(2)  K^_p;,2^_(p_  I) 

qui,  par  la  mélhode  classique  de  Laorrange  se  ramène  à 

(3)  a^  —  pp»  =  I 

en  posant  /c  =  a  rp  pp         ;  —  ^  zp  a. 

Or,  (3;  a  une  infinité  de  solulions,  quand  p  n'est  pas  un  carré,  il  en 
est  donc  de  même  de  (2),  et  les  formules  précédentes  fournissent  pour 
k  et  z,  ainsi  qu'il  convient,  une  infinité  de  valeurs  impaires,  quand  elles 
ne  le  sont  pas  toutes. 

Si  p  est  un  carré  m^,  le  problème,  quand  il  est  possible  n'a  plus  qu'un 
nombre  limité  de  solutions.  U  n'y  en  a  aucune  pour  m  :^  2.3.4.5.7.8.9 
II. 12. il-!. 15.16.17... 
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Pour  TO  =  4/c  +  2,    l'équation  T'  =  m-T, 
T  et  T',  triangulaires),  admet  au  moins  la  solution: 
^_A-(fc+  I)  ^ 
2 
Donc  :  Quel  que  soit  un  triangulaire,  on  peut  toujours  le  muKipIier  par  un 
carré  tellement  choisi  que  le  produit  soit  un  triangulaire. 

401 .  —  Si  un  triangulaire  est  terminé  par  3,  le  chiffre  de  ses 
dizaines  est  0  ou  5,  si  un  triangulaire  est  terminé  par  8,  le  chiffre 
de  ses  dizaines  est  2  ou  7. 


BACCALAURÉATS 


Académie  de  Paris  (juillet  1895). 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE  (LETTRES-MATHÉMATIQUES) 

I.  —  Problème  obligatoire  : 

1"  Calculer  les  côtés  6  et  c  d'un  triangle,  connaissait  son  périmètre  2/», 
sa  surface  S,  et  sachant  que  l'angle   A  est  de  60  degrés. 
IL  —  Trois  questions  à  choisir: 
2°  Longitude  et  latitude  d'un  lieu. 
3»  Ascension  droite  et  déclinaison  d'un  astre. 
4°  Mouvement  apparent  des  planètes  sur  la  sphère  céleste. 

I.  —  Problème  obligatoire: 

9°  Étant  donnée  une  progression  géométrique  déraison  x,  on  considère 
trois  termes  consécutifs  de  celte  progression.  On  fait  d'abord  leur  somme; 
puis  de  cette  somme  on  retranche  le  terme  du  milieu.  Étudier  la  variation 
du  rapport  de  la  première  expression  à  la  seconde  quand  x  varie. 

II.  —  Trois  questions  à  choisir: 

lU"  Composition  et  décomposition  des  couples. 

11°  Centre  de  gravité  de  la  pyramide. 

12»  Équilibre  d'un  corps  placé  sur  un  plan  incliné. 

Académie  de  Lyon, 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 

Questions  au  choix.  —  1°  (aj  Volume  du  parallélépipède  oblique. 

(b)  Volume  du  prisme  triangulaire. 

(c)  Volume  du  tronc  de  prisme  triangulaire. 

2"  Problème.  —  Un  prisme  droit  de  hauteur  donnée  h  a  pour  bases 
deux  hexagones  réguliers  d'un  même  côté  donne  a.  Après  avoir  pris 
sur  la  droite  qui  joint  les  cen:res  des  bases  un  point  I  à  une  distance  b 
de  l'une  d'elles,  on  mène  parce  point  un  plan  qui  partage  en  deux  troncs 
le  prisme  hexagonal.  Exprimer  les  volumes  de  ces  deux  troncs  qu'on 
décompose  en  prismes  triauLiulaires  ayant  pour  arête  commune  la  droite 
des  centres.  Ou  introduira  dans  le  calcul  toutes  les  longueurs  auxiliaires 
qu'on  jugera  nécessaires  et  qu'on  réduira  le  plus  possible  dans  le  résultat 
final. 


I 
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BACCALAURÉAT    COMPLET 

1°  Balance  ordinaire.  —  Justesse.  —  Sensibilité.  —  Équation  d'équi- 
libre. 

2°  Trouver  l'expression  de  la  somme  i  +  2x  -{-  3a;-  +  . . .  ni""' 
-f-  (n  +  l)a;"  pour    n   déterminé  quelconque,  mais  entier. 

Si  l'on  suppose  a;  <  i,  vers  quelle  limite  tend  cette  somme  quand  n 
croît  indéfiniment  ? 

Académie  de  Montpellier. 

BACCALAURÉAT   CLASSIQUE 

Un  triangle  isoscèle  ABC  tourne  autour  de  sa  base  BC.  Déterminer 
la  position  d'une  droite  EF,  de  longueur  donnée,  dont  les  extrémités 
sont  situées  sur  les  côtés  égaux  AB,  AC,  sachant  que  la  surface  engen- 
drée par  ce  segment  est  équivalente  à  celle  d'un  cercle  donné.  Entre 
quelles  limites  doit  varier  le  rayon  de  ce  cercle  pour  que  le  rayon  soit 
possible. 

1°  Trouver  les  projections  de  l'iuterseclion  des  deux  plans.  On  supposera 
que  le  premier  plan  est  donné  par  ses  traces,  tandis  que  le  second  est 
déterminé  par  la  ligne  de  terre  et  un  point  dont^on  donne  lesprojectiois. 

2o  ABCD  étant  un  tétraèdre  dont  les  quatre  côtés  sont  égaux,  trouver 
sur    AB   un  point   M    tel  que  l'angle   CMD   ail  une  valeur  donnée. 

On  considère,  dans  un  plan  vertical,  deux  segments  de  droites,  AB,  BC. 
Les  points  A  et  C  sont  à  la  même  distance, 
AH  =  CK  =  A 
de  l'horizontale  HBK  qui  passe  par  le  point  B;  ce  point   B  est,  de  plus 
supposé  situé  entre   H  et    K. 

Soient  ;  /,  le  temps  qu'un  point  matériel  pesant  abandonné  en  A  sur 
la  droite  AB  mettrait  à  atteindre  le  point  B;  1^  le  temps  qu'un  i)oinL 
matériel  pesant,  abandonné  en  C  sur  la  droite  CB,  meluail  a  atteincire  le 
point  B,  et  enfin  T  le  temps  qu'un  point  matériel  pesant,  abandonne 
librement  dans  l'espace,  mettrait  à  descendre  d'une  hauteur  égale  à 
AB  -f  BC. 

Cela  étant,  on  demande  de  déterminer  les  inclinaisons  des  deux  droites 
AB  et  BC  sur  l'horizontale  par  les  deux  conditions  : 

1°  Que  la  suite   /j,   T,  t  j  l'orme  uce  progression  arithmétique; 

2°  Que  la  somme  des  volumes  engendrés  par  les  triangles  AIIB,  15KC, 
en  tournant  respectivement  autour  de  AB  et  de  BC,  soit  égale  à  ni  fois 
le  volume  de  la  sphère  de  rayon  h.  —  Discussion. 

BACCALAURÉAT    COMPLET 
1°  Résoudre  l'équation  :  _  _ 

sin  X  -\-  v/3  cos  a;  —  v/2  .     (*) 
2°  Étant  donnés  deux  cercles,  dont  l'un  est  intérieur  à  l'autre,  déter- 
miner un  troisième  cercle  tangent  à  chacun  des  précédents  cl  tel  que 
les  trois  centres  forment  un  triangle  d'aire  donnée.  —  Discussion. 

On  connaît  l'hypoténuse  a  d'un  triangle  rectangle  et  la  somme  l  des 
deux  autres  côtés  et  de  la  hauteur  coirespondant  à  1  hypoténuse,  tlalculer 
cette  hauteur  et  les  côtés  du  triangle.  —  Discuter  le  problème. 

(*)  Il  est  utile  d'observer  que    tg  60°  ^  \/3. 
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QUESTION  587 

Solution  par  M.  Davidoglou. 


On  considère  une  corde  quelconque  A.B  perpendiculaire  à  l'axe 
d'une  parabole  donnée  P.  Le  cercle  décîit  sur  AB  comme  dia- 
mètre enveloppe  une  parabole.  Ce  cercle  rencontre  la  parabole  P 
suivant  une  autre  corde  CD  parallèle  à  AB  ;  les  deux  cordes 
CD  et  AB  sont  toujours  à  une  distance  constante. 

Soit    S,  F,   0    respectivement  le  sommet,  le  foyer  de   P 

et  le  centre  de  AB. 

Projetons     C     en    E 
sur     SF,     La    relation 

binée  avec  lee  relations 
connues:  A0'  =  2/).S0, 
CE-  r=  2p(S0  -  OE), 
donne:  2/jSO  —  2p. OE 
==  2;j.S0  -  0Ë^  d'où 
OE  =  2p.  On  verrait  de 
même  que,  si  l'on  pro- 
jette D  en  E'  sur  SF, 
on  aura  OE'  —  2p—  OE  ; 
E  et  E'  se  confondent  ; 
il  suit  de  là  que   CD   est 

parallèle  à    AB    et  sa  distance  a   cette   dernière   droite   est 

constante. 
Par  le  milieu   [j.   de    EO    élevons    aM    perpendiculaire  h 

SF   et  qui  coupe  le  cercle   0  en  M, 


La   relation      M.u." 


AO' 


p""  =   2p  (SO   -    -)     ~    2p.J)<x 


montre  que  le  cercle    0    enveloppe   une  parabole   ayant    S 
comme  foyer,  la  directrice  de    P    pour  tangente  au  sommet. 

Nota.  —  M""»  V^«  F.  Prime  nous  a  adressé  une  solution  analytique  de 

cette  question. 
M.  Dhoz-Fahny  observe  que  la  queslion  peut  être  généralisée  : 
Soit  une  corde  AB    quelconque  de  la  parabole  qui  rencontre  l'axe  en 

a.   Le  cercle  décrit  sur  AB    comme  diamètre  rencontre  la  parabole 
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suivant   une  sécante    CD    qui  coupe   l'axe  en   [i  ;   la  distance    a|i    est 
toujours  égale  à   2p. 

Ce  théorème  se  laisse  démontrer  très  élémentai rement;  il  donne  lieu  à 
de  nombreuses  conséquences.  Il  a  été  d'ailleurs  énoncé  dans  la  N.  C.  M. 
11877,  32  et  319)  par  Catalan. 


QUESTION   588 

i^olution,  par  M.  Jean  Négrétzu. 


On  considère  une  demi-ellipse  F  et  le  demi-cercle  principal 
correspondant  A.  Soient:  M,  un  point  de  F;  0,  le  centre  de  P;  F, 
l'un  des  foyers.  On  trace  MA  équipollent  à  OF. 

Démontrer  que  OA  j'encontre  A  en  un  point  qui  appartient  à  la 
tangente  en  M.  (G.  L.) 

Soient  0  le  centre  de  l'ellipse,  F'  l'autre  foyer.  Le  qua- 
drilatère OMAF  est  un  parallélo- 
gramme. Il  en  est  de  même  de 
F'MAO,  puisque  F'O  =  ¥0  =  MA. 
Donc,  la  droite  OA  est  parallèle  à 
F'M.  Or,  on  sait  que  la  parallèle,  F'  o  F 
menée  par  le  centre  de  l'ellipse,  au  rayon  vecteur  qui  joint 
le  point  de  contact  d'une  tangente  à  l'ellipse,  rencontre  le 
cercle  principal  en  un  point  qui  appartient  à  la  tangente  ; 
donc... 

Nota.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Droz-Farny;  E.-N.  Barisien  ; 
G.  Tzitzécca;  Davidoglou,  élève  au  lycée  de  Berlad  et  A.  Champion. 

Nous  avons  aussi  reçu  une  solution  analytique  de  M.  Vazou,  au  collège 
de  Falaise. 

QUESTION  590 

Solution  par  A.  Droz-Farny. 


On  considère  un  cercle  A,  un  diamètre  AB  de  ce  cercle  et  une 
corde  CD  peîyendiculaire  à  AB .  Au-dessus  de  AB,  on  décrit 
un  cercle  ù^',  tangent  à  AB  et  à  CD,  touchant  \  intérieuretnent; 
puis  un  cercle  y ,  tangent  à  AB  et  à  CD,  touchant  A  extérieu- 
rement. Ces  deux  cercles  A',  A"  sont  tangents  à  CD,  de  part  et 
d'autre  de  cette  droite. 
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A'  a  pour  centre  w,  il  touche  AB  oi  H  et  CD  en  H'  ;  A"  a 
pour  centre  w',  il  touche  AB   en  K  e^   CD  en  K'.  Cela  posé: 

f°  Les  droites  GH  ef  CK  so/?^  rectangulaires  ; 

2"  Les  points  H'  et  K'  forment  avec  les  points  G  c^  D  une 
division  harmonique; 

S'^  La  droite  coo/  passe  par  ujie  des  extrémités  du  diamètre  AB. 

(E.-N.  Barisien.) 

Soient  0  le  centre  du  cercle  A,  R  son  rayon  et  E  le  point 
d'intersection  de  la  corde  CD  avec  AB  ,  enfin  p'  et  p"  les 
rayons  des  circonférences   A'  et  A",  et  a  la  distance   OE. 

On  démontre  aisément  que  les  centres  des  circonférences 
tangentes  à  AB  et  au  cercle  A  soit  intérieurement,  soit 
extérieurement,  sont  sur  deux  paraboles  de  même  axe,  le 
diamètre  de  A  perpendiculaire  à  AB.  admettant  0  comme 
foyers  et  R  pour  paramètre. 

Les  coordonnées  du  point    w    ayant  respectivement  pour 

valeurs 

ilU  =  pi  —  rt   et  —    —  Pn 

2 

on  a  la  relation  : 
{c,-aY  =2R(^-p,), 

d'où,  finalement  : 

^  ^        Pi=\/2R(R-a)-(R-a). 

De    la    même  manière, 
ou  trouverait  pour  le  centre  w'  la  relation 


R 


KO^   :=    2  R  i 


4- 


.) 


(p2  +  a) 


-d 


d'où  p2  =  v/'2R(R  -  a)  +  (R  -  a). 

De  ces  valeurs,  on  déduit  d'abord  : 
P1P2  =  2R^  -  2aR  -  (R  -  aY  =  R^  -  a^  =  (R  4-  fl)(R  -  a), 
donc  EH.EK  =  EB.EA  =  ËG^; 

l'aiioie    HGK  est  donc  droit. 
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Gomme      EH  =  EH'    et    EK  =  EK.'      oq  a  aussi  : 
EH'.EK'  =  EC^  =  ED^ 
donc  (CDH'K')  =  -  i. 

Enfin 

Pj  _  \/2R(R  —  a)  4-  (K  —  a)  _  R  -+-  a  +  2p2  _  R  -4-  a  +  p2 

Pt  ~  v/2R(R-a)  -  (R  -  fl)  ~       R  +  a       ~  R  +  a  -  p/ 

o/K       B  K 

ou  ~ • 

toH       B  H 

Les  points   B,  to,  w'   sont  donc  en  ligne  droite. 

NoUt.  —  Nous  avons  reçu  d'autres  solutions  de  M.  Davidoglou,  élève 
au  lycée  Codreano  à  Berlad  et  de  M.  A.  Champion  et  une  solution  analy- 
tique de  M.  Vazou,  professeur  au  collège  de  Falaise. 


QUESTION   593 


On  considère  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  C  (G  étant  situé  entre 
A  et  B)  et  on  décrit  les  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs 
AB,  GA  et  GB.  Ls  cercle  tangent  à  la  fois  à  ces  trois  cercles  touche 
le  cercle  GA  en  M  et  le  cercle  GB  en  N.  Les  quatre  points  M, 
N,  A  et   B   sont  sur  lui  même  cercle.  (E.-N.  Barisicn.) 

La  propriété  énoncée  sera  établie  si  l'on  prouve  que 

(1)  BAM  =  i8oo-  BNM. 
On  a,  en  effet  : 

(2)  BAM  =  —^— 

et       HNM  =  BNÏÏ""  4-  MNO'  =  5-^'   +  LSO"  -  MN^ 


ou 


u'0"«  ,  /  O'(o0"\ 

BiNM  =  — ^ \-  180"  -  (90° —  j 

^^^       ^  u^w  -H  Tri^"  -(-  180° 
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En  ajoutant  (2)  et  (3),  et  en  observant  que  la  somme  des 

angles  du  triangle 
0'0"(o  est  égale  180°, 
on  a  la  relation  (1).  On 
voit  que,  dans  cette 
démonstration,  on  ne 
fait  pas  entrer  la  condi- 
tion de  contact  entre  la 
circonférence  w  et  la 
circonférence  décrite 
sur  AB  comme  dia- 
mètre. La  proposilion 
énoncée  peut  donc  être 
formulée  de  la  manière 
suivante  : 

^^9-  0^^-  Étant  données  deux  cir- 

conférences  se  touchant  en  C,  les  points  de  contact  d'une  circonfé- 
rence qui  les  touche  tune  et  Vautre  et  les  extrémités  des  diamètres 
qui  passent  par   (J  sont  quatre  points  concycliques. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  diverses  solutions  de  cette  question  de  : 
MM.  Davidoglou,  élève  au  lycée  Godréano,  à  Berlad;  E.  Leroy,  commis 
des  Ponts  et  Chaussées  et  A.  Champion, 

MM.  G.  TziTZE[CA  et  César  Spino  démontrent  la  proposition  en  formant  la 
figure  inverse;  le  premier,  en  prenant  le  point  A  pour  pôle  d'inversion, 
l'autre,  en  le  mettant  en   C. 

M.  César  Spino,  après  avoir  reconnu  que  la  proposition  est  susceptible 
d'extension,  observe  que  l'on  peut  supposer  le  rayon  de  w  infiniment 
grand  :  on  arrive  ainsi  à  la  remarque  suivante  :  Lorsque  deux  circonférences 
se  touchent  en  C,  les  points  de  contact  de  la  tangente  commune  et  les  extrémités 
du  diamètre  qui  correspondent  au  point  C  sont  concycliques.  On  sait  que 
cette  propriété  est  le  cas  particulier  d'une  propriété  plus  générale  relative 
à  deux  circonféreQces  quelconques.  Si,  par  le  centre  de  similitude  de  deux 
circonférences,  on  mène  deux  transcei'sates,  les  points  de  rencontre,  convenable- 
ment choisis,  sont,  quatre  à  quatre,  concycliques. 
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QUESTION  595 

^olùtiou,  par  M.  A.  Droz-Farnï. 


La  droite  qui  joint  l'orthocentre  d'un  triangle  à  son  centre  de 
gravité  ne  peut  passer  par  un  des  sommets  du  triangle  que  si  le 
trian</le  est  rectanr/le  ou  isoscéle.  (E.-N.  Barisien.) 

La  droite  d'Euler  du  thaugle  passe  aussi  par  le  centre  du 
cercle  circonscrit  0.  Exprimons  la  surface  du  triangle  HOA 
en  fonction  des  éléments  du  triangle  donné.  On  a  : 

HA  =  2R  cos  A  ;     OA  =  R;     angle  HAO  =  B  -  C 

AHOA  ^  ^.HA.OA.  sinHAO  =  R2cosA.sin(B  -  C). 

Si  la  droite  d'Euler  passe  par  le  sommet  du  triangle  A,  la 
surface   HOA    sera  nulle,  ce  qui  peut  avoir  lieu  pour 

cos  A  =  o,     ou     A  =  90°, 
et  sin(B  -  G)  =  o,     ou     B  =  C. 

Autrement  ( ').  —  Soient  G  le  centre  de  gravité,  et  H  l'or- 
thoceutre  d'un  triangle    ABC. 

1°  Si  l'un  des  deux  points  considérés  se  confond  avec  un 
sommet  du  triangle,  la  droite  GH  remplira  la  condition 
énoncée. 

Si  le  point  G  était  sommet  du  triangle,  ce  triangle  se 
réduirait  à  un  point. 

Le  point  H  ne  peut  être  sommet  du  triangle  ABC  que  si 
ce  triangle  est  rectangle;  l'orthoceatre  se  confond  alors  avec 
le  sommet  de  l'angle  droit. 

2"  Les  deux  points  G  et  H  étant  ù  l'intérieur  du  triangle, 
si  la  droite  GH  passe  par  le  sommet  B,  par  exemple,  la  ligne 
BGH  est  alors  à  la  fois  médiane  et  hauteur  dans  le  triangle 
ABC   et  ce  triangle  est  alors  nécessairement  isoscéle. 

L'énoncé  du  problème  se  trouve  ainsi  complètement  justifié. 

Nota.  —  M.  NÉGRETZU,  de  Bucarest,  nous  a  envoyr  aussi  une  solution 
analytique. 

(*)  Cette  solution  est  de  M.  Leroy,  commis  des  Ponts  et  Chaussées. 
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QUESTION  598 

>9olution  par  M.   V.vzou, 


La  màliatrice  du  côté  AB    du  triangle  ABC   rencontre  la  cir- 
conférence ABC    en    E,  E'    et  les  droites  AE,  AE'   rencontrent 

BG  e?i  D  et  D'.  Démontrer  que 
la  circonférence  BED  'passe  par 
le  centre  de  la  circonférence  BAD, 
et,  de  même,  la  circonférence  BE'D' 
par  le  centre  de  la  circonférence 
BAD'.  (Bernes.) 

Soit  I  le  centre  de  la  circon- 
férence BAD;  l'angle  au  centre 
AIB  est  le  double  de  l'angle 
inscrit  ADB,  par  suite, 'ÉÎB  = 
ADB,  ce  qui  montre  que  les 
quatre  points  E,  B,  D,  L  sont 
concycliques. 

De  même  I'  désignant  le  cen- 
tre de  la  circonférence  ABD', 
on  a  AI'B  =  2.AD'B,  d'où 
El'B  =  kUQ,   etc.. 

Nold.  —  Solutions   uualogues  par  MM.   Droz-Farny  A.    Champion   et 
Jean  Négretzu,  à  Bucarest. 


QUESTION  GÛ2 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farnt. 


L'expression     3  6oo"  —  i  6oo"  —   1 89"  ■+   84"    est  divisible 
par    1895.  (Davidoglou.) 

Cette  expression  s'écrit,  successivement  : 

400". 9"  —  400". 4"  —  21". 9"  -+-  21". 4", 
400"  (9"  —  4")  —  21  "(9"  —  4"), 
et,  enfin  (9"  —  4")  (400"  —  21"), 
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Le  premier  facteur  étant  divisible  par  9  —  4=5  et  le 
second  par    400  —  21  =  37g,     l'expression  est  divisible  par 

5.379  =  1895. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Alfred  Champion  ;  Dhaver.nas,  élève 
au  lycée  Michelet;  Jean  Nkgret/.u,  à  Bucarest;  Lixomte,  élève  au  collège 
Chaptal. 


QUESTION  im 

Solution  par  M.  Angel  Bozal-Obe.ikiio,  professeur  à  l'Institut  libre 
de  Santona  (EspagLe). 


Les  deux  relations 


4-  ■ -. f-    . 


I  -H  bi        I  +  bî  I  -f-  b„       I  4-  B 
a,(B-bi)       a,(B-b,)  a„(B  -  b„) 

I  +  bi  I  +  bg  I  -i-  b„ 

entraînent  la  suivante 

aj  +  82  +  . .  .  +a  ,1  =  A. 

(Vautré. 
Si  l'on  pose  pour  abréger 

a,  «2  a„ 

K,, =  Ivj,        ...   —  =  lv„, 


1  +  61  "         1  ^  b,  "  I  +  bn 

les  deux  relations  deviennent 

K,(i  -f-  B)  +  K^Ci  +  B)  +  ...  +  Kn(i  -f-  B)  :^  A) 
Ki(B  -  61)  +  K2(B  -  6J  +  ...  +  K„(B  -  6,.)  =  0)  ' 
d'où,  en  retranchant 

Ki(i  +  bi)  -h  K.^{i  +  6J  -t-  ...  +  K„(i  +  6,.)  —  A. 
Or,  on  a 
Ki(i  +  61)  =  «1       K2(i  +  6j)  =  «2.        ..  .  K„(i  +  6„)  =  On, 
et,  par  conséquent, 

ttj  4-  Oj  -t-  . . .  +  a„  =  A. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Alfred  Champion  ;  Jean  Négretzu  ; 
Dhavernas,  élève  au  lycée  Miclielet;  Dho/.-Farnv. 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 


606.  —  M  est  un  poiuL  arbitraire  du  plau  du  triangle  ABC; 
on  construit  l'angle  MbX  =^Atl  (grandeur  et  signe)  et 
l'angle  MCY  =  MAB.  M'  étant  l'intersection  de  BX  et  CY, 
montrer  que  si  M  parcourt  une  droite  ou  un  cercle,  M'  par- 
court généralement  un  cercle.  Plus  généralement,  M  décri- 
vant un  certain  lieu,  quel  est  le  lieu  décrit  par  M'  ?  Faire  voir 
que  le  triangle  M'BG  est  directement  semblable  au  triangle 
podaire  du  point  M  relativement  à  ABC.  (Bernés.) 

657.  —  Le  point  M  ou  se  coup- nt  les  deux  droites  symé- 
triques de  BC,  l'une  relativement  à  la  bauteur  BK  du  triangle 
ABC  et  l'autre  relativement  à  la  bauteur  CL,  et  les  points 
N  et  P  où  ces  mêmes  bauteurs  rencontrent  respectivement  la 
parallèle  menée  par  C  à  AB  et  la  parallèle  menée  par  B  à  AC, 
sont  trois  points  en  ligne  droite.  De  plus,  si  Q  est  la  rencontre 
de  cette  droite  MXP  et  de  la  médiatrice  de  BC,  les  deux 
angles  QBC,   QCB   sont  égaux  à  l'angle  A  du  triangle  ABC. 

(Bernés.) 

658.  —  Parle  sommet  de  l'angle  A  dû  triangle  ABC  on 
mène  deux  isogonales  quelconques  A.t,  Aï/  ,  et,  par  le  mi- 
lieu D  de  BC,  on  trace,  entre  ces  deux  droites,  le  segment  MN 
partagé  en  D  en  deux  parties  égales.  Les  droites  BX,  CN  ren- 
contrant AM  en  S,  y,  démontrer  que  les  tangentes  en  B  et  C 
aux  circonférences  ABS,  ACy  se  rencontrent  sur  AN. 

(Bernés.  ) 

659.  —  Dans  un  triangle  ABC  on  considère  les  cenlrcs 
Ob  et  Oc  des  cercles  exinscrits  dans  les  angles  B  et  C  et  on 
projette  ces  centres  en  OÉ  et  Oé  sur  le  côté  BC.  La  droite 
OcOb  rencontre   BC  en  A'.   Montrer  que  : 

1"  Les  points  A  et  A'  sont  conjugués  barmoniques  des 
points  Oc  et  Ob; 

2°  L'ellipse  ayant  pour  sommet  du  grand  axe  les  points 
Oc  et  Ob  et  passant  par  A  jouit  de  la  propriété  d"ètre  tangente 
à  la  droite   OcOb   et  d'avoir  pour  foyers  les  points  B  et  C. 

(E.-N.  Barisien.) 
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660.  —  Soient  0  le  centre  d'inversion,  A  el  B  deux 
points  d'une  figure,  A'  et  B'  les  points  correspondants  de  la 
figure  inverse.  Démontrer  que  la  médiane  et  la  syraédianc 
du  triangle  AOB,  issues  de  0,  sont  respectivement  sj'mé- 
diane  et  médiane  du  triangle   A'OB'.  (A.  Cazamîan.) 

631.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC:  1"  Si  sur  AB  à 
partir  de  B  on  porte  dans  les  deux  sens  une  même  longueur 
arbitraire  /  en  BD,  BD',  les  tangentes  en  B  aux  deux 
cercles  BGD,  BCD'  sont  conjuguées  harmoniques  relative- 
ment à  BA,  BC;  2°  Si  l'on  porte  dans  un  même  sens  deux 
longueurs  BD,  BDi,  ayant  a  pour  moyenne  proportionnelle 
les  tangentes  en  B  aux  deux  cercles  BGD,  BGDj  sont  iso- 
gonales  relativement  à  l'angle  B.  Gas  particulier  ou  BD  — c. 

(Be7més.) 

662.  —  Dans  un  triangle  ABC,    on  prolonge  AB  de  BD 

6*  c- 

égal  à  —   et  AG  de  GE   égala   — .   Montrer  que   les  quatre 

points  B,  G,  D,  E  sont  sur  une  même  circonférence  et  que 
les  tangentes  en  B  et  G  à  cette  circonférence  passent,  l'une 
par  un  des  points  de  Brocard,  l'autre  par  l'autre. 

Nota.  —  L'angle  GDB  est  égal  à  l'angle  de  Brocard.  On 
peut  construire  ainsi  cet  angle  avec  une  simplicité  géométro- 
graphique  égale  à  1:4.  (Bernés.) 

663.  —  Dans  un  triangle  ABG,  le  pied  de  la  hauteur 
abaissée  de  A  étant  A',  et  P,  Q  désignant  les  projections 
de  B,  G  sur  le  rayon  AO  du  cercle  ABG,  le  cercle  A'PQ 
a  pour  centre  le  milieu  de  BG.  (Bernés.) 

664.  —  Par  le  sommet  A  du  triangle  ABG,  on  trace  une 
droite  quelconque  X  sur  laquelle  on  projette  B  et  G  en  P 
et  Q;  et  E  étant  la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  média- 
trice de  BG,  ou  porte  sur  X  Ea  =  EB  et  on  projette  a  en 
A'  sur  BG.   Le  cercle  A'PQ   a  son  centre  au  milieu  de   BG. 

Plus  généralement,  si  X,  E  et  a  étant  définis  de  même, 
A'  est  un  point  arbitraire  de  BG  et  P  et  Q,  les  rencontres  de 
X  avec  les  deux  parallèles  menées  par  B  et  G  dans  la  direc- 
tion définie  par   (BP,  X)  =  (BG,  aA')    où  les  angles  sont  pris 
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en  grandeur  et  signe  à  K-  pi  es,  le  cercle  A'PQ  aura  son 
centre  à  la  rencontre  de  BG  et  d'une  parallèle  à  aA.'  menée 
par  E.  (Bernés.) 

665.  —  Dans  un  quadrilatère  plan  quelconque,  convexe 
ou  non,  on  donne  AB  =  a  ,  BG  =  6,  GD  =  c ,  DA  =  cl,  et 
le  produit  AGxBD  =  m^,  construire  le  quadrilatère.  On  mon- 
trera que  les  conditions  de  possibilité  sont  que  la  plus  grande 
des  longueurs  a,  b,  c.  d  soit  moindre  que  la  somme  des  trois 
autres  et   que    m"^    soit  compris  entre    ac  +  bd   et  la  plus 

grande  des  deux  quantités    -{a"^  +  c*  —  6^  —  d^),   ac  —  bd 

prises  en  valeur  absolue.  Quelle  est  la  forme  du  quadrilatère 
pour  les  valeurs-limites  de    m'^  ?  (Bernés.) 

666.  —  Construire  un  quadrilatère  dont  on  donne  a,b,  c,  d 
définis  comme  dans  la  question  précédente  et  la  difTérence 
6  entre  les  deux  angles,  définis  en  grandeur  et  signe  à  2Kij: 
près,  sous  lesquels  de  A  et  G  on  voit  BD.  On  montrera  que 
lorsque    ac  —  bd    a   une   plus   grande  valeur   absolue   que 

-(a-  4-  c*  —  b'^  —  (/'^),   0  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entre 

2 

-f-  -  et  —  -  .  et  ou  déterminera  les  limites  de  0  dans  le  cas 
contraire.  On  doit  aussi  trouver,  comme  condition  de  possibi- 
lité, que  la  plus  grande  des  quantités  a,  b,  c,  d  est  moindre 
({ue  la  somme  des  trois  autres.  (Bernés.) 

667.  —  a,  b,  c,  d,  0  ayant  la  même  signification  que  dans 
la  question  précédente,  montrer  que  AG  et  BD  sont  donnés 
par  les  relations 

AG.BD  =^  y^a^-  -h  bH^  -  2abcd  cosO, 
[a'^b'^-irc'^d'^—2abcd  cos  ^'\K{:^+[ahP+b-c'^  —  2abcd  cosO]BD- 

=  2[LaH)'^c'^  —  flôcf/.Irt^cos  0]; 

qui  donnent  

[a^6* + c'^d-  -  2abcd  cos  0]ÀC^  -  2  [La''b''c^  -  abcd .  la"" .  cos  0]  AC° 

-f  \a-d-  +  b'^c-  —  2abcd  cos  6]  [a'^c^  +  b-d'^  —  2abcd  cos  0]  =  o, 
avec  u::-;  équation  analogue  pour   BD.  (Bernés.) 

Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGHAMPS. 

IMI'RIMKIUE    r.ENfKALE    DES  CHEMIKS   DE  FKR 
IMl'RIMEKIE  CHAIX,   RUE  BERGÈRE,   20,  PARIS.  —  1/i924-7'9o. 
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NOTES  SUR  LE  PENTAGONE  RÉGULIER 

Par  M.  A.  DroK-Farny. 


1.  —  Le  journal  de  Mathématiques  élémentaires,  année  1893, 
page  17,  a  donné  une  construction  très  simple  du  pentagone 
régulier  inscrit  dans  une  circonférence. 

Qu'il  me  soit  permis  d'indiquer  la  construction,  très  simple 
aussi,  du  pentagone  régulier  dont  on  connaît  la  longueur  du 
côté. 

Représentons   par    a    Id  côté   du   pentagone    ABGDE     et 
par  X  la  longueur  d'une  de  ses  diagonales;  en  appliquant 
au  quadrilatère  inscriptible  BGDE,  le  théorème  de  Ptolémée, 
on  obtient  immédiatement  la  relation  : 
x^  —  ax  —  a"^  =  G, 


î^s/"' 


d'où  X  =  — h  i/  a^  -\ . 

Sur  une  droite  indéfinie,  portons  DG  =  a  et  soit  0  le 
point  milieu  de  DG.  De  D  et  G  comme  centres,  avec  a 
comme  rayon,  décrivons  les  circonférences  (D)  et  (G).  La  per- 
pendiculaire DF 
élevée,  en  D,  sur 
DG,  coupe  (D)  en 
F;  on  aura  évi- 
demment 


/         a^ 


OF 

4 
Décrivons    de     0 
comme     centre, 
avec   OF    comme 
rayon,    une   circonférence    coupant    DG    en    M   et   M'.   Les 
circonférences  décrites  de   G  et  de   D   comme  centres  avec 
GM  =  DM'  =  X  comme  rayons  se  coupent  en  A  et  rencon- 
trent (D)    et    (G)   respectivement  en    E    et  13. 
ABGDE  sera  le  pentagone  cherché. 

JOUUNAL  DE  MATH.   ÉLÉM.   —  1895.  9 
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2.  —  Du  sommet  B  d'uu  pentagone  régulier,  inscrit  dans 
une  circonférence,  abaissons  la  perpendiculaire  BF  sur  le 
côté  DC.  Cette  perpendiculaire  rencontre  eu  G  la  circon- 
férence circonscrite.  Comme  l'angle    BGF  :=  72°    on  a  :  angle 

CBG  —  18°  et  par  conséquent 
le  point  G  est  le  milieu  de 
l'arc  BC;  donc  BG  et  GG 
sont  deux  côtés  consécutifs 
du  décagone  régulier  inscrit. 
D'après  un  théorème  connu, 
on  a  : 

W-GG^^RS 
donc 

BF'-GF'^BG'-  GC'  =  R\ 
BF+GFjBG=R^ 

R^  R(v/5"+  i) 


donc        (BG  +  2GF)  = 


R 


d"où 


2GF  =  5[v/5  +  i]  - 
2 

GF  ^ 


(v/5  -  i) 
R 


[v/5  -  i]  ==  R 


R 


Comme  dans  la  figure  MO  =  BN  et  OL  =  NG  +  GF, 
il  eo  résulte  immédiatement  les  deux  théorèmes  : 

I.  —  L'apothème  du  pentagone  étoile  régulieî'  est  égal  au  demi- 
côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  la  même  ciixonférence. 

II.  —  L'apothème  du  pentagone  régulier  est  égal  à  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  circonscrit  augmenté  de  la  moitié  du  côté  du  déca- 
gone régulier  inscrit  dans  le  même  cercle.  [Question  623,  proposée 
par  M.  Mannheim  {").] 


*)  Deux  solutions  de  celte  question  paraîtront  dans  le  numéro  prochain. 
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DÉTERMINATION  DU  CENTRE  DE  SIMTLITCDE 

DE  DEUX  FIGURES  DIRECTEMENT  SEMBLABLES    ABC,  A'B'C 


Soient  AB,  A'B'  deux  côtés  homologues  donuant  lieu  à  uu 
quadrilatère  convexe  (seul  cas  que  nous  voulions  examiner). 

i^^  moyen.  —  Déterminons  le  point  de  Miqueld\i  quadrilatère 
convexe  ABB'A',  par  exemple,  en  décrivant  les  cercles  circon- 
scrits AA'D'  et  BB'D'.  Le  point  S  est  le  point  double 
demandé,  car  les  triangles  ASB,  A'SB'  sont  directement 
semblables. 

Les  cercles  DAB,  DA'B'  donneraient  le  même  point  S.  Ces 
quatre  cercles  peuvent  être  nommés  cercles  de  Miquel  du  qua- 
drilatère. 

2®  moyen.  —  Déterminons  les  points  conjugués  M  et  M'  tels 

qu'on  ait  : 

MA        MA        AB 


MA'       MA'       AB' 

Le  cercle  dont  MM'  est  le  diamètre  est  le  lieu  des  points 
dont  les  distances  aux  points  fixes  A  et  A'  égale  le  rapport 
des  côtés  homologues  AB,  A'B';  donc,  ce  cercle  passe  par  le 
point  S;  il  en  est  de  mèine  pour  le  cercle  analogue,  ayant  NN' 
pour  diamètre;  ainsi  le  yoint  double  S  peut  être  obtenu  par 
l'intersection  des  cercles  MM'  et  NN'. 

Ce  moyen  donne  aussi  le  centre  S'  pour  deux  figures 
inversement  semblables  ABC,  A'B'C". 

Les  cercles  analogues   PQ,  P'Q'  passent  aussi  par   S. 

Les  quatre  cercles  ci-dessus  peuvent  être  nommés  cercles 
d' Apollonius  du  quadrilatère    ABB'A'. 

5«  moyen.  —  Ou  peut  tracer  la  droite  qui  est  le  lieu  des 
distances  proportionnelles  aux  segments  AB'  et  A'B',  ainsi 
que  la  droite  lieu  des  points  des  divisions  proportionnelles  de 
ces  mêmes  segments  (les  projections  de  chaque  point  de  cette 
dernière  ligne  divisent  les  segments  eu  parties  directement 
proportionnelles).  Chacun  de  ces  lieux  passe  par  S;  il  en  est 
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de  même  des  lieux  analogues  pour  AA'  et  BB'.    Voilà  donc 
quatre  droites,  faciles  à  tracer,  qui  passent  par  le  point  double  S. 

4*  moyen.  —  En  supposant  connu  le  point  demandé,  on 
remarque  que  le  point  S  est  sur  la  bissectrice  EMS  de  l'angle 
ASA';  de  là,  la  construction  suivante  :  on  décrit  le  cercle  AD'A', 


on  divise  AA'  en  parties  proportionnelles  aux  côtés  AB,  A'B', 
et  l'on  joint  le  point  milieu  E  de  l'arc  AEA'  au  point  M, 
afin  d'obtenir  S. 

Ce  moyen  a  été  indiqué  par  M.  Tarry.  (iWaf/iesw,  189S,  pp.  79 
et  83.) 

La  bissectrice  extérieure  passe  aussi  par  S;  pour  chaque 
cercle  de  Miquel,  on  a  deux  bissectrices,  donc  en  tout  huit 
bissectrices. 

Ainsi  huit  cercles  et  douze  droites,  faciles  à  déterminer,  passent 
•par  le  point  double  de  deu^  figures  directement  semblables. 

Remarque.  —  1°  On  peut  demander  le  nombre  de  constructions 
distifictes.  Deux  lignes,  droite  ou  cercle,  suffisent  pour  déter- 
miner S;    mais  le  tracé  de  la  bissectrice  EMS,  par  exemple, 
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comporte  le  tracé  du  cercle  AE'A',  il  n'y  a  donc  pas  lieu  de 
tenir  compte  de  l'intersection  de  EMS  et  de  l'un  quelconque 
des  sept  autres  cercles,  car  on  aurait  construit,  en  réalité, 
deux  cercles  et  une  droite  :  ainsi  les  bissectrices  ne  donnent 
que  huit  constructions  distinctes. 

Quant  aux  huit  cercles  et  aux  quatre  autres  droites,  ils  don- 
nent lieu  à  6Çi  constructions,  donc  on  peut  obtenir  le  point  S 
par  74  tracés  graphiques  dififérents. 

2"  Pour  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  en  prenant  chaque 
groupe  de  côtés  homologues,  on  aurait: 

9  cercles  d'Apollonius,  9  cercles  de  Miquel  et  12  lieux recti- 
lignes  (non  compris  18  bissectrices);  en  tout  : 
3o  X  29 
2 
tracés  différents,  pour  obtenir  le  centre  S   de  similitude. 

3°  Figures  inversement  semblables  ABC;  A'B'C". 

Les  cercles  MM'  et  NN'  donnent  le  centre  S'  de  simili- 
tude inverse. 

L'axe  de  symétrie  et  la  bissectrice  des  angles  tels  que  BS'B', 
AS'A'  etc.;  cet  axe  est  donc  facile  à  déterminer,  lorsqu'on 
connaît  S'. 

Ou  peut  aussi  déterminer  d'abord  l'axe  et  l'utiliser  pour 
trouver  S':  il  suffit  de  chercher  les  points  M,  N  qui  divisent  AA' 
ou  BB'  en  parties  proportionelles  aux  côtés  homologues  AB, 
A'B';  puis  on  détermiue  le  point  B^ ,  symétrique  de  B  et 
l'on  mène  B'BjS'.  Le  centre  S'  est  aussi  donné  par  MN  et 
M'N',  de  même  que  par  le  lieu  des  distances  et  des  divisions 
proportionnelles. 

4°  Figures  égales.  On  peut  employer  la  construction  de 
Chasles,  ou  les  précédentes, convenablement  simplifiées  ;  ainsi, 
pour  deux  figures  directement  égales,  le  tracé  des  bissectrices 
intérieures,  et  celui  des  cercles  ayant  pour  diamètres  MN'  et 
ISN'  reviennent  à  la  construction  de  ChasleSy  car  on  obtient  les 
perpendiculaires  élevées  au  milieu  de  AA.'  et  de   BB'. 

F.  J. 
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DÉMONSTRATION  D'UNE  RELATION  CONNUE 

Par  un  Anonyme. 


Soient  ABC  un  triangle,  0  le  ceiitre  du  cercle  cirœnscriL  et 
I  le  centre  du  cercle  inscrit  à  ce  triangle.  La  bissectrice  de  l'angle 
en  A  coupe,  en  M,  le  cercle  circonscrit  ;  la  projection  du  centre  I 
sur  le  rayon  OM  est  P;   OM  rencontre   BG   en   G. 

Dans  le  trianûle   OMI,    on  a_         

(1)     01^^  OM^  Mï^  -  2OM.PM. 
Mais      MI- =  MC^  ==  2.OM  X  MG. 
20M.P^--=  2OM  X  MG  4-  2OM  X  PG; 
donc    lîî^-  2OMX  PM  =  -  2OMX  PG. 
Portant  cette  valeur  dans  la   rela- 
tion (1)  il  vient  : 

Ôï^  ==  ÔM^  -  2.OM  X  PG. 
Le  segment  01  est  la  distance  des 
centres  0  et  I,  OM  est  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  donné  et  PG  =  IK  est  égal  au 
rayon  du  cercle  inscrit  à  ce  même  triangle.  On  a  donc  ainsi 
établi  la  relation  connue  qui  existe  entre  ces  trois  éléments. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Au;;.  Boutin. 


402.  —  D\n  point  M  de  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  ABC,  on  abaisse  les  perpendiculaires  MA',  MB',  MC  sur 
les  côtés,  puis  Von  porte,  sur  ces  perpendiculaires,  dans  le  sens  positif, 
à  partir  de  leur  pied,  les  longueurs  :  A' A"  =  2H  cos  A,  B'B  "  — 
2R  cos  B,  C'G"  =  2R  cos  G.  Les  trois  points  A",  B",  G",  sont 
situés  sur  une  même  ligne  droite,  perpendiculaire  à  la  droite  de 
Simson,  correspondant  au  point    M. 

A"B"C"  est  la  droite  de  Simson  de  M,  dans  un  triangle  symétrique 
de  ABC,    par  rapport  à   0 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  199 

403.  —  D'un  point  M  du  plan  d'un  triangle  ABC,  07i  abaisse 
sur  les  trois  côtés,  les  perpendiculaires  MA',  MB',  MC,  et  sur 
ces  perpendiculaires,  dans  un  même  sens,  on  porte  les  longueurs  : 
k'k"  =  kR  cos  A,  B'B"  =  kR  cos  B,  C'C"  =  kR  cos  C.  Les 
points  k",  B",  G",  sont  en  ligne  droite  pour  deux  valeurs  de  k 
données  par  l'équation  : 

k^  -  2k  +  ^  =  o. 

o 

(S'  étant  l'aire  du  triangle  podaire  de  M.) 

Ces  valeurs  de  k  sont  les  mêmes,  quand  M  décrit  une  circonférence 
concentrique  à  celle  qui  est  circonscrite  à    ABC. 

Ces  deux  propositions  sont  susceptibles  de  la  généralisation  remar- 
quable, visée  dans  la  proposition  suivante  : 

404,  —  D'un  point  M  du  plan  d'un  triangle,  on  abaisse  les 
perpendiculaires  MA',  MB',  MC,  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  cl 
sur  ces  projetantes,  on  porte,  dans  un  même  sens,  c'est-à-dire  vers 
l'intérieur,  ou  vers  l'extérieur,  des  longueurs  :  k'k^  =  kxj, 
B'Bi  =  kji,  C'Cj  =  kzj  (Xy,  y,,  Zj,  étant  les  coordonnées  nor- 
males d'un  point  Mj  du  plan  du  triangle);  déterminer  k  de 
manière  que  les  trois  points  Ai ,  B, ,  Ci ,   soient  en  ligne  droite. 

L'équation  qui  détermine   k  est 

2/v'Sj„    —  k^x  (y,  sin  G  +  -,  siu  B)  +  aS^j  =  o; 
X,  y,  s   sont  les  coordonnées   normales  de    M,  S^j ,  S,j  ,   les  aires  des 
triangles  podaires  de  M  et  M,. 

On  voit  qu'il  y  a,  en  général,  deux  valeurs  de  k  qui  répondent  à  la 
question;  ces  valeurs  déterminent  deux  droites   A,  A'. 

On  pourra,  à  ce  sujet,  démontrer  les  propositions  suivantes: 

A  cl  A'  sont  parallèles  aux  droites  de  Simson  des  poinls  où  MM,  rencontre 
la  circonjérence  circonscrite  à  ABC  ;  c'est-à-dire  que  A  et  A'  sont  parallèles 
aux  asymptotes  de  la  conique,  transformée  par  points  inverses  de   MM, . 

Pour  que  A  et  A'  soient  perpendiculaires,  il  faut  et  il  su/fit  que  la  droite  MM, 
passe  par  0. 

A  et  A'  sont  des  droites  de  Simson  de  M  par  rapport  aux  triangles  homo- 
thétiques  de  ABC,  M,  étant  centre  d'homothélic,  et  le  rapport  d'homothétic 
étant  tel  que   M   soit  un  point  de  la  circonférence  circonscrite. 

On  peut  obtenir  un  grand  nombre  de  cas  particuliers  remarquables,  en 
choisissant  pour  M  et  M,  des  points  remarquables.  En  particulier,  nous 
signalons  le  cas  où  M  ou  M,  appartiennent  à  la  circonféience  circon- 
scrite a   ABC. 

Le  cas  suivant  paraît  seul  avoir  été  remarqué  jusqu'ici:  M  est  le  point 
O,  et  M,  le  point  K  ;  A  et  A'  sont  des  droites  perpendiculaires  entre 
elles  et  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  de  Kiepert  (axes  de 
l'ellipse  de  Steiner);  les  valeurs  de  k  correspondantes  sont  celles  qui 
répondent  aux  angles  de  Kiepert. 
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BACCALAUREATS 


Académie  de  Nancy. 

BACCALAURÉAT    COMPLET 

!•  Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  décagone  régulier  dans  un 
cercle. 

2"  Calculer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  sachant  que 
la  somme  de  leurs  carrc's  est  a^et  que  le  volume  du  tronc  est  égal  à  celui 
d'un  cône  ayant  même  hauteur  et  un  rayon  de  base  égal  à  R, 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 

1°  Questions  au  choix.  —  (a)  Pour  diviser  un  nombre  entier  par  le  pro- 
duit effectué  de  plusieurs  autres,  on  peut  diviser  successivement  par 
chacun  d'eux.  Démontrer  ce  théorème  dans  le  cas  où  les  divisions  ne  se 
font  pas  exactement. 

(b)  Démontrer  directement,  sans  recourir  à  la  décomposition  en  facteurs 
premiers,  que  le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  est  égal 
au  produit  de  ces  deux  nombres  divisé  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur.  —  Trouver  le  plus  petit  multiple  de  trois  nombres. 

fcj  Démontrer  que  lorsqu'un  nombre  divise  un  produit  de  deux  facteurs, 
s'il  est  premier  avec  l'un  d'eux,  il  divise  l'autre,  et  que  lorsqu'un  nombre 
premier  divise  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  il  divine  au  moins  l'un 
d'eux. 

2°  Problème.  —  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R  et  un  point  A 
extérieur,  à  la  distance  OA  =  a  du  centre  0.  De  ce  point,  on  mène  la 
sécante  ADE  faisant  l'angle  a  avec  le  diamètre  ABC.  Calculer  l'aire  du 
triangle  DDE,  le  rayon  de  la  circonférence  circonscrite  à  ce  triangle  et 
le  volume  qu'il  engendre  en  tournant  autour  du  diamètre  BC. 

Académie  de  Poitiers. 

Questions  au  choix.  —  (a)  Volume  du  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles. 
Cas  des  bases  triangulaires.  Cas  des  bases  quelconques. 

(b)  Volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'un  axe  situé 
dans  son  plan,  passant  par  un  sommet  et  ne  coupant  pas  la  surface.  Appli- 
calion  au  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  rogulier  tournant 
autour  d'un  de  ses  diamètres. 

(c)  Volume  du  segment  sphérique.  —  Segment  à  deux  bases.  —  Seg- 
ment à  une  base. 

Problème.  —  Mener  une  corde  DE  perpendiculaire  au  diamètre  AB  de 
manière  que  la  somme  2AC  -[-  DE  soit  égale  à  une  longueur  donnée  2u. 
—  Traiter  la  question  par  l'algètire  et  discuter. 
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QUESTION  283 

><i»olution  et  développemcufs  par  M.  Sollertinsky. 


Nous  allons  démontrer  que  : 

Le  périmètre  et  les  angles  d'un  quadrilatère  étant  donnés,  si  l'un 
des  angles  reste  fixe, 
le  sommet  de   Vangle 
opposé  décrit  une  droite 
(à  construire). 

L'aire  du  quadrila- 
tère atteint  son  maxi- 
mum, quand  celui-ci 
est  circonscriptible  (*). 

Soil  E  l'intersec- 
tion de  AB,  CD;  Py 
la  tangente  au  cercle 
inscrit  à  EAD  menée 
parallèlement  à  BG 
effet, 

BA'  +  A'D'  -h  D'C  4 
=  (BA  +  D'Pj  -f 


D[3     est  la  droite  cherchée.  On  a,  en 


C'B 

(AD  -  PD)  +  (DG  4-  QD)  h-  (GB  -  D'Q). 

Mais,  les  quadrilatères  D'PDQ,  jBADy  étant  homothétiques, 
on  a  D'P  +  QD  =  PD  +  D'Q 

Donc     BA'  4-  A'D'  +  D'G'  +  G'6  =  BA  +  AD  +  DC  +  GB. 

L'aire  considérée  atteint  son  maximum,  lorsque  A'G'  devient 
parallèle  à  Dp  ;mais  alors  le  quadrilatère  correspondant  est 
circonscriptible. 


QUESTION  389 

Solution  par  M.  H.  Brocard. 


Résoudre,  en  nombres  entiers,  l'équation 


TT  I  I 

-  =  4  arc  tq arc  ta  - 

4     ^  q  -^  P 


(Humbert.) 


(*)  C'est  une  solution  de  la  question  283  (./.  E.  1888,  p.  144).  Parmi  tous 
les  quadrilatères  convexes,  dont  le  périmètre  et  les  angles  sont  donnés,  quel  est 
te  plus  grand  en  surface?  (Catalan.) 
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Soit    u  —  tg  a.   On  aura 

4w(i  —  u^) 


tg-  4a  = 


w*  —  6m^  +  1 
4(9'  -  0?        I 


&*  —  bo=*  +  I        n 
donc  I  =  - 


I  +_!.     4(9'  -  1)9 


p   g*  —  ^q^  -+■  I 
On  en  déduit 

9*  -  6^^  +  ]  +  4(,«  -  4^ 

49^  —  4^  —  ^*  +  69*  —  I 

Il  faudrait  donc  substituer  les  valeurs  i,  2,  3,  . . .  et  voir 
celles  qui  donnent  pour  p   des  valeurs  entières. 

La  solution  q  —  :±:  i,  p  =  i  est  immédiate,  mais  elle  est 
à  rejeter.  On  trouve  ensuite  p  —  23g  pour  q  =  5.  On  eu 
conclut  la  formule  de  Machin  : 

-  =  4  arc  tg-  -  -  arc  tg  -—  • 
4  5  239 

J'ai  cherché  les  substitutions  numériques  donnant  aussi 
pour  p  des  valeurs  entières.  J'ignore  s'il  en  existe,  n'a^-ant 
pas  réussi  à  en  obtenir  d'autres  que  celles  qui  ont  été  men- 
tionnées ci-dessus. 


QUESTION  568  (*) 


Résoudre  l'équation 

2  (x  +  a  —  p  —  y)  (x  -f-  p  —  Y  —  a)  (x  +  Y  —  a  —  j3) 
+  (x+a-ft-Y)(p-Y)Mx+P-Y-^)(T-<^)*+(^+T-='-p)(='-^)'=0. 

(G.  L.) 

Les  trois  racines  sont   a,  p,  y. 

L'identité  facile  à  vérifier, 
8a.3y-t-a^(B-Y)^  +  P(y~a)^  +  Y(a-p)^-:(a  +  p)(3  +  y)(Y4-a), 
donne,  par  un  changement  de  notation,  la  suivante 
2{h  +  c  —  a){c  +  a  —  b)  {a-\-  h  —  c)  +  Ii{b  +  c  —  a){b  —  c,"^  ^  2abc. 

En  remplaçant  a  par  x  —   a,  etc.,   on  obtient,  dans  le 

(*)  Nous  n'avons  reçu  aucune  solution  de  cette  question. 
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premier  membre,  l'équation  proposée.  Les  racines  cherchées 
sont  donc  a,  [3,  y.  On  trouvera  beaucoup  d'autres  équations, 
très  simples,  par  cette  transformation  qu'on  pourrait  appeler 
la  trans formation  d'écriture. 


QUESTION  604 

ISoIutioa  par  M.  Lecomte,  élève  au  collège  Ghaptal. 


Du  point  oit  le  cercle  inscrit  dans  abc  donné  touche   ab,   on 
élève  une  perpendiculaire  à  ce  côté,  cette  droite  est  rencontrée  en  a 
par  la  perpendiculaire  élevée  de  a  à   ac   et  en  j5  par  la  perpen- 
diculaire élevée  de  h  à  bc.  Démontrer  que    aa  —  b|3  =  a[i. 
(Mannheim.) 

Soit  0  le  centre  du  cercle  ins- 
crit. 

Dans  le  triangle  ftiOô  ,  l'angle 
b  est  complémentaire  de  06c, 
L'angle  hOb  est,  de  même,  égal 

à    —  —  06c,    puisque   mOb    est 

rectangle  et  que  60  est  bissec- 
trice. Donc  6p  =  0^.  De  même, 
dans   aaO,  on  a 
doue 

Ofj  -  Oa  =  aa  —  6|3. 
Oa  =  av.. 
Or  Of^  =  b% 

donc      Ox  —  03  —  ax  —  6p,       ou  enfin 


aj3  =  aa  —  6p 

G.  Q.  F.  D. 


f^Qta,  —  Solutions  analogues  par  MM.  Angel  Bozal-Obejero,  professeur 
à  l'Institut  libre  de  Bilbao;  G.  Daly;  A.  Droz-Fabny;  Jean  Négrbtzu; 
Alfred  Champion  ;  A.-G.  Davidoglou. 
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QUESTION   605 

Solution  par  M.  Dhavernas,  élève  au  lycée  Michelet. 


071  donne  un  triangle  abc.  La  perpendiculaire  h  ac  élevée  du 
milieu  de  ce  côté  coupe  bc  au  point  a.  De  même,  la  perpendiculaire 

à  bc,  élevée  du  milieu  de  ce 
côté,  coupe  ac  au  point  p. 

Démontrer  que  a,  p,  a,  b 
et  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit à  abc  appartiennent 
à  une  même  circonférence 
du  cercle.     (Mannheim.) 

Tirons  aa.  Oa  a  (en  dési- 
gnant par  0  le  centre  du 
cercle  abc. 

aaO  =  y.ac  —  Oac  =  c  —  {i'^b) 
d'où 
^aO  =  i^  —  a  =  06c. 
Ce  qui  exprime  que  a 
appartient  au  cercle  abO; 
on  verrait  de  même  que  S  appartient  au  même  cercle.  Ce 
cercle  a  d'ailleurs  son  centre  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  0 
au  pôle  de  ab   par  rapport  au  cercle  0. 

Nota. —  Solutions  analogues  par  MM.  Jt-an  Néghetzu  ;  Alfred  Champion; 

A.  Droz-Farny;  Davidogloo. 

M.  Barisien  nous  a  aussi  adressé  une  solution  trigonomélrique.  11  observe 

■pj 

que  le  rayon  du  cercle  en  question  est  égal  à    -,;  R  désignant,  bien 

2C0SU 

entendu,  le  rayon  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle    abc. 


QUESTION  606 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Par  le  milieu  0  de  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A  d'un' 
triangle  ABC,  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  bissectrice. 
Cette  perpendiculaire  rencontre  le  côté  AB  en  B'  et  le  côté  AC 
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en  (!',  Montrer  que,  D  étant  le  point  de  rencontre  des  droites  CB 
et  CB  : 

1°  Le  triangle  CBD   et  le  quadrilatère  AB'DC   ont  des  aires 
équivalentes  ; 

2°  La  droite  AD  est  la  symédiane  de  l'angle  A  ; 

3°  Si  l'on  a,  entre  les  côtés  du  triangle  ABC,   la  relation 

'W-  =  AB.AC, 
le  point   D  est  son  centre  des  symédianes.        (E.-N.  BarisieD.) 

Prolongeons  BA  d'une  longueur  AL  =  AC   et  complétons 
le  losange  CALE  dont  les  diagonales  se  croisent  en  0'.  Les 
diagonales  LC  et  AE  sont  respectivement  parallèles  à  la  bis- 
sectrice  AA'   et  à    B'(r.   Gomme 
LO '  _  A£ 

les  points  B,  0,  0'  sont  en  ligne 
droite. 

P  AO'       B'O      , 

Comme  —^  =  7^^^^''  les  points 
O  E       OC 

B,  C,  E  sont  aussi  eu  ligne  droite; 
d'oîi  une  nouvelle  construcliou  des 
points  C  et  B'.  Il  est  facile  main- 
tenant de  calculer  la  longueur  de 
AC  :   on  a 

A(r  _  AB 

LE"  ~  BL' 


d'où 


AB'  =  AC 


be 


b-+  c 


1"  Le  triangle  BGE  est  équivalent  à  la  moitié  du  losange 
ACEL   donc  aussi  BCE  équivalent  à  ECC  +  ALC. 
Gomme    AB'  =  AC   et  AC  =z  AL   on  a  : 

triangle  ALC  équivalent  AB'C. 
Il  en  résulte  BGC   équivalent  GB'A 

GDC  =  CDC 


par  soustraction:   triangle  BDG   équivalent  AB'DC 
2°  Appliquons  le  théorème  de  Ceva  aux  transversales  BC, 
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CB',   ADR.   Gomme   AB'  —  AU',  on  obtient 


c-' 


BR  _  B  B'  _  /j  -4-  c  _  c^ 


b  +  c 

AD   est  donc  la  symédiane  issue  de   A. 

AD 
3°  Calculons  le  rapport   :p-—  ;     pour    cela  ,    appliquons   le 

Dix 

théorème  de  Ménélaiis  au  triangle   ABR   coupé  par  la  trans- 
versale  B'DC. 

AD       AB'.BG        bc         a  b""  +  c'- 


II  en  résulte 


Donc 


DR       BB'.RC        c-        ab"'  bc 

6«  +  c* 
AD  6^  +  c^ 


AR       6^  +  c^  +.  bc 
K   étant  le  centre  des  symédianes,  on  sait  que 

AK  _       6»  +  c* 

ÂR  ~  a''  -t-  6*  +  c^  ' 
Pour  que   K  coïncide  avec  D   il  faut  donc  que  a*  =  bc. 

Remarque.  —  Si  en  A',  pied  de  la  bissectrice  intérieure,  on 
élève,  sur  cette  dernière,  une  perpendiculaire,  elle  rencontrera 
le  côté  AG  en  X;  AX  sera  la  moyenne  harmonique  entre  les 
côtés   AB  et  AG. 

Nola.  —  Nous  avons  reçu  des  solutions  trigonomctriques  de  MM.  Dha- 
VERNAS  ;  A.  Champion  et  Davidoglou. 


QUESTION  608 

Solativn  par  M.  Négretzu. 


Montrer  que  V élimination  du  paramètre  t  entre  les  deux  équations 
a(l«  +  i)  -  3(x  -  a)t^-(t^  +  I  i  =  G, 
L'(x  —  a)  +  3tx  —  2y  =  G 
conduit  à  l'équation 

4  (x*  +  y*)  —  5ax  -i-  a*  =  G. 

(E.-N.  Barisien.) 
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Remarquons  d'abord  que  la  première  équation  est  divisible 
par  l"^  +  i    et  par  suite  s'écrit 

a  (/*  —  /*  +  I  )  -  3P  (x  -  a)  =  o, 
ou  air-  +  i)'^  =  ?>i^x, 

d'où  /*  \/«  —  t\/3x  +  y/a  =  o. 

On  est  donc  conduit  à  éliminer  t  entre  les  équations 

(1)  t^\/a  -  t\llx  -+-  \Ja  =  o, 

(2)  l^  (x  -  a)  +  3tx  —  2y  =  o. 

En  multipliant  l'équation  (1)  successivement  par   l'^   et  par 
t,  et  l'équation  (2)  par  /,  on  obtient  le  système 

t''\/a  —  i\/  5x  +  t'^\/a  =  o. 
l'-\/a  —  f^x/'ix  +  Is/  a    —  o. 
^-\/rt  —  Is/lx    +  \J  a      =  o. 
t^  {x  —  a)  +  3/^a;  —  2tij  —  o. 
/^  {X  —  a)  +  3/a;  —  2_y    ^  o. 
Posons  (c'est  la  méthode  de  M.  Sylvester),     /^  =  t',    t^  =  T 
et  f"  =  t'";    on  a  alors  le  s^'stème  d'équations  linéaires,  par 
rapport  à   t,  /',  /",  t'" 

l"'\/a  —  l"\/3x  -\~  l'\/a  —  o. 
l"\/ a  —  t'\/'ix  -4-  t\/a  —  o. 
t'\/a  +  /\/3a;  +  \/a  =  o. 
^"(a;  —  a)  +  3^0^  —  2///  =  o. 
/"(«  —  a)  +  3lx  —  2y  =  o. 
Exprimons  que  les  équations,  qui  composent  le  système 
ci- dessus,  sont  compatibles;  on  a 


D  = 


V  0 

-V- 

X 

Va 

0 

0 

0 

V'a 

-  y^3x 

sj-a 

0 

0 

0 

sj  a 

-  \/3x 

\/a 

r.  —  a 

0 

3x 

-  2// 

0 

0 

X  — 

a 

0 

3x 

1 

y 


o. 


Eq  développant  ce  déterminant,  ce  que  l'on  peut  faire  sans 
difficulté,  on  trouve  la  relation  cherchée. 
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QUESTION  607 

Solution,  par  M.  A.  Champion. 


Démontrer  géométriquement  que  dans  tout  triangle  on  a  : 

A                /A  \ 

(b  +  c)  sin  —  —  a  sin  I h  B  j 

(E.-N.  Barisien.) 

Soit  le  triangle  ABC.  Portons,  sur  AG 
prolongé,  AD  =  AB. 

Traçons   BD   et  menons    CM    perpen- 
diculaire à  BD.   On  a  ; 

CM  =  CD  sinTlÛM  =  BC  sin  CBM; 
d'où 

A                  A 
{b  +  c)  sin  —  =  a  sin  ( \-  B 

c.  Q.  F.  D. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par    MM.  Davidoglou;   J.-F.  Négretzu; 
Dhayernas;  Droz-Farnï. 


QUESTION  609 

Solution  par  M.  Angel  Bozal  Obejero,  professeur  à  l'Institut  libre 
de  Santona  (Espagne). 


Dans  tout  triangle,  le  j^roduit  des  trois  médianes,  divisé  par 
le  produit  des  symédianes,  a  pour  expression 

(b"  -i-  c->ia^  4-  c,*)('a^  +  b^)  :  Sa^bV. 

(E.-N.  Barisien.) 

Pour  abréger,  nous  désignerons,  respectivement,  par  via. 
Mb,  nie  et  par  m'a,  ml,  m'c  les  médianes  et  les  symédianes 
issues  des  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  a,  b,  c. 

On  a  :  4ml  ==  2  (6*  +  c'»)  —  «% 

b^c^ 


et 


»«»•' 


(6*  +  c») 


[2(6'  -f-  c^)  -a-](*). 


lier  aux  élèves  de  mathématiques  élémentaires. 


G.  L. 
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r,         .,  ma       b^  -+-  C* 

Par  suite  ;  =::: — • 

nia  26c 

On  trouve,  par  permutation  circulaire  des  lettres,  les  deux 
rapports  analogues,  et  en  multipliant  les  trois  égalités  ainsi 
obtenues,  on  a  la  relation  proposée. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Dhavernas,  lycée  Michelet  ;  Droz- 
Farny  et  Alfred  Champion. 
M.  A.  Champion  observe  que  la  distance  du  sonamet    B   au  pied  de  la 

symédiane,  relative  au  point  A,  est  a.— ,.   Ce  résultat  se  relient  assez 

6^  4-  c^ 

facilement  en  le  comparant  à  la  formule    a.- qui  fait  connaître  la 

distance  du  point  B  au  pied  de  la  bissectrice  intérieure,  issue  de  A. 


QUESTION  610 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Soient  AT,  ,  BT^ ,  GT3  les  tangentes  en  A,  B,  G  au  cercle  cir- 
comcrit  au  triangle  ABC  ;  T,  ,  Tj ,  T3  étant  les  points  oit  ces 
tangentes  rencontrent  BG,  GA,  AB.  On  considère  ces  tangentes 
comme  positives  si  elles  rencontrent  les  côtés  dans  les  directioyis  BC, 
G  A,  AB;  négatives,  si  elles  les  rencontrent  dans  le  sens  contraire. 
Montrer  qu'on  a  toujours 

1  I  I 

AT,       BT,        GT3         ■  (Tzitzcica.) 

Supposons  a<b<c;   AT,   sera  alors  positif. 
Daas  le  triangle  AT,G    on  a 

AT,        sin  (A  +  B) 


b         sin  (A  +  2B) 

d'oîi 

^^    _        6  sin  G        _          2A(*) 

""""^       sin  (A  +  2B)       a  sin  (A  -h  2B1' 

I         a  sin  (A  +  2B)       R  sin  A  sin  (A  +  2B) 

AT,                   2^                                   A 

2  "Y  ^^^^^^^^'^^(^  -^)  =  0; 

(1)  A   désigne  ici  l'aire  du  triangle    ABC;    c'est  une  convention  g<^né- 
ralement  adoptée  dans  la  géométrie  du  triangle.  (G.  L.) 
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car 

I  sin  A  sin  A  cos  A 

^,  sin  A  sin  iB  —  Cl  =:    sinB  sinB  cos  P     :=:  o. 
I  sin  G  siu  G  cos  G 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  une  autre  solution  de  M.  Davidoglou. 

M.  L'HuiLLiER,  répétiteur  au  lycée  de  Bar-le-Duc,  nous  fait  observer, 
avec  raison,  que  cette  propriété  a  été  énoncée  et  démontrée  ('/o;/r«a/ 1888, 
p.  26),  dans  un  article  que  M.  Clément  Thiry  a  consacré  (loc.  cit.]  à  l'étude 
des  symédianes. 


QUESTION  611 

Solution  et  g'énéralisation  par  M.  A    Droz-Farny. 


On  considère  le  point  de  Steiner  R  et  les  deux  points  w,  w'  de 

Brocard,   d'un  triangle   ABC  ;   Rœ  rencontre   AG  en   M ,   Rw' 

rencontre   AB    e7i    N.    Les  droites  Peu    et    Gcd'    se  rencontrent 
sur  MN.  (Tzitzéica.) 

On  sait  que  le  point  de  Steiner  R  est  le  conjugué  isogonal 
du  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  ww'.  La  transformée 
par  points  inverses  de  cette  droite  sera  donc  une  conique  cir- 
conscrite au  triangle  ABG   et  passant  parles  points   cd,  w',  R- 

Pour  démontrer  le  théorème  proposé,  il  suffit  d'appliquer  le 
théorème  de  Pascal  à  l'hexagone  inscrit  :   BAGw'Rw . 

On  peut  remplacer  w  et  w'  par  deux  points  quelconques 
du  plan  du  triangle,  et  R  par  un  point  quelconque  de  la 
conique  ABGcow'. 

QUESTION  612 


L'énoncé,  comme  plusieurs  correspondants  nous  Tout  fuit 
observer,  est  incorrect,  le  pied  de  la  hauteur  coïncidant  avec 
le  pied  de  la  symédiane  issue  du  sommet  A  du  triangle 
rectangle  ABC.  Il  faut  prendre  la  droite  qui  va  de  A  au 
réciproque  du  point  de  Lemoine,  droite  qui  va  passer  par 
l'isotomique,  sur  BG,  du  piei  de  la  hauteur.  Alors,  la  pro- 
priété est  évidente.  (G.  L.) 
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QUESTION  613 

Solution  par  M.  A.  Champion. 


On  prolonge  la  diagonale  AC  —  a  d'un  rectangle  d'une  lon- 
gueiw  AE  =  b,  puis  on  projet  le  E  en  F  et  G  sur  AD  et  AB. 
Soient  d,  d'  les  distances  de  A  à  BD,  el  FCx  e^  o  /a  distance  des 
points   M  e^  N,  projections  du  point  A  swr  BF  e/ DG. 

Montrer  que  l'aire  S  <iw  triangle  AMN  es<  donnée  par 

2S  =:  8\ — ^-r-.  (Tzitzéica.) 

a  +  D 

Achevons  le  rectangle    EGGD.   Menons  la  diagonale   KL 

el  les  droites   AK,  AL.    Les  angles   1,  *2   sont  respectivement 

égaux. 

Donc  les  angles   KAL,  MaN   sont  égaux, 

aire  ABFK  =.  AB.AF  =  FB.AM, 

aire  ADGL  =  AD.AG  =  GD.AN. 

Les  droites  FG  et  BD   étant  parallèles,  puisque  A  est  sur 

la  diagonale    EC,    on  a         e  0.  l 

AB  _  AF 

AG  ~  aD' 

et  comme 

GD  =^  AL, 

FB  =  AK, 

on  peut  écrire 

AK  _  AL 

AN  ~  AM  ■ 

Cette     proportion    et 

l'égalité  dos  angles  KAL,  MAN   démontrent  la  similitude  des 

triangles  AKL,  AMN.    La  hauteur  de  AKL  est  évidemment 

d  -  d\   le  côté   KL  ==  EG  =^  a  +  6. 

On  a  alors,  en  appelant    AP   la  hauteur  de  AMN, 

kV       d  -  d'  .  ^        ^(l  -  d' 

—  = el,  par  conséquent,     20  —  0*.— ;-• 

Sa  +  6  ^  a  -h  b 

Nula.  —  Autre  solution  par  M.  Davidoglou. 
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QUESTION  614 

S»olation  par  M.  A.  Champion. 


Résoudre  les  deux  équations 

-  1.  1 

(1)  (ax)3  +■  (by)3  =  (a^  -  b^)3, 

^  '  a*       b''       \a»  +  bV 

(E.-N.  Barisien.) 

Posons  (ax)3  =  p,  {hyY  —  q. 

Elevons  l'équation  (1)  au  cube,  nous  avons 

(p  +  qY  =  (a^  +  6»j^ 
L'équation  (2)  devient  successivement  : 

ô*  "^  6*  ~  (a»  +  b^Y  ' 
(6y  +  a*ç')(a»  +  6*)^  =  a'b'{p  +  q)\ 
Pour   ^  =  mp,  on  a 
(6*  +  a'w3)(ai  4.  oa^^î  +  h')  =  a'b^\  +  3m  +  3w»  +  m') 

a'w»  +  2a^b^m^  —  Sa^b^m''  —  3a^b^m  +  2a^6«  +  6»  :=  o. 
Cette  équation  se  décompose  (*)  ainsi  : 

fa^/M  —  b''Y(a^m  -4-  za^'b^m  +  6*  +  20*6»)  =  o. 
D'où 

^'  ,„  6^6'  +  20») 

7/2,  —  m   —  —  ,  m    = — y-  > 

a»  a' (a»  +  26») 

et  a;^  -  — ^ ^— -  a;"  _  ' 


(a»  +  6^)3  (a»  -  b^)  (a*  +  6»)^ 

W»    :^    — ^ -—L  -W2    —    _  ^ 


(a-  +  b^Y  (a^  -  b^)  [a^  +  6%' 
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QUESTION  615 

Solution  par  M.  Davidoglou. 


Soient  H  le  pied  de  la  hauteur  AH  d'un  triangle,  E  et  E'  les 
points  de  contact  du  cercle  des  neuf  points  avec  le  cercle  inscrit  et 
le  cercle  ex-inscrit  situé  dans  l'angle  A  ;  D  et  D',  les  points  de 
contact  de  la  seconde  tangente  commune  intérieure  à  ces  deux  cercles  ; 
les  triangles  DAD'  et  AEE'  sont  semblables,  et  la  di'oite  HG  est 
la  bissectrice  commune  des  angles   DHE'  et  EAU'.       (Vautré.) 

La  figure  et  les  notations  sont  celles  de  la  page  83.  On  a  vu 
(loc.  cit.)  que  les  quadrilatères    FHDE,  HFD'E'   sont  inscrip- 


tibles.  Le  quadrilatère   MDD'H  l'est  aussi,  car 

FD.FD'  =  Fa. Fa'  =  M^^  -  MF"  ==  MF.HF. 
Alors  :        DHIt  =  180°  -  ËMÈ'  :=  EHÈ',...  etc. 
Puis:       MHE' =  MÏn)  =  MHD;     STHE  ::=  MHD'. 

C.  Q.  F.  D. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  L'Huilher,  répétiteur  au  lycée  de  Bar- 
le-Duc. 

QUESTION  617 

Solution  par  M.  L'Huillier. 


On  donne  une  circonférence  de  centre   0   et  une  droite  A. 

D'un  point  A,  mobile  sur  A,  on  mène  les  tangentes  AB,  AC, 
et  l'on  trace  la  circonférence  A',  circonscrite  à  A13C  ;  la  tangente 
en  0,  à  A',  coupe  A  en  un  point  D;  de  D,  on  peut  mener  à 
A'  une  autre  tangente  DL   Quel  est  le  lieu  de  I?         (G.  L.) 
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Abaissons   de 


0, 


sur  A,  la  perpendi- 
culaire OO^ettraçons 
la  circonférence  de 
centre  D  et  de  rayon 
BO;  elle  coupe  A' 
en  I  et  00^  en  Oj, 
symétrique  de  0  par 
rapport  à  A. 
On  a  évidemment 

ïo^  =  aôî; 
lOA  =^  oâî; 

donc  OalOj  est  droit, 
et   le  lieu   cherché   est  la   circonférence   ayant    OjOi    pour 
diamètre. 
Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  A.  Champion  et  Droz-Farxy. 


QUESTION   619 

5iolution  par  M.  Elgé. 


On  donne  un  Wiangle  abc  .  On  mène  la  bissectrice  intérieure 
de  l'angle  de  ce  triangle  dont  le  sommet  e^t  a;  cette  dî^oite  coupe  bc 
au  point  p .  On  mené  pm  parallèlement  à  ac  et  cm  perpendi- 
culaires à   ap  .    Ces  deux  d?'oites  se  coupent  en    m  .    Démontrer 

(Mannheim.) 


que    a  m   est  une  médiane  du  triangle. 

Prolongeons  am  qui  rencontre  bc  en  o;  il 


tant  montrer  que 
0  est  le  milieu 
de  bc.  Soit  aq 
la  bissectrice 
extérieure ,  aq 
est  parallèle 
à  cm  (*)  et  les 
triangles  sem- 


blables donnent 


om 
oa 


OJJ 

oc 


oc 


oq 


[')  Cette  droite  qui  passe  par    m',    par  oubli,  n'a  pas  été  tracée. 
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On  a  donc  oc^  =  op.og;  les  points  6,  c;  p,  q,  formant  une 
division  harmonique,  la  relation  précédente  prouve  que  o 
est  le  milieu  de   bc  . 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  diverses  solutions  de  MM.  Dhavernas,  élève 
au  lycée  Michelet;  II  L'ÎIlillier,  répétiteur  au  lycée  de  Bar-le-Duc; 
A.  Champion;  Davidoglou;  Droz-Farny. 

M.  Champion  ajoute  à  sa  solution  une  remarque  intéressante  et  facile 
ù  vérifier.  Si,  par  le  point  p,  on  mène  pm',  parallèlement  à  ab ,  celte 
droite  coupe  cm  en  m'  ,•    am'    est  la  symédiane. 


QUESTION  620 

Solution  par  M.  X. 


Décrire  trois  cercles  tangents  deux  à  deux  en  trois  points  donnés 
A,  B,  (J,  consti'uire  les  centres  A',  B',  G'  de  ces  trois  cercles  et 
calculer  leurs  raisons  en  fonction  des  distances  a,  b,  e  enti-e  B 
et  C,   C  e^  A,   A  et  B.  (E.  Lebon.) 

En  supposant  le  problème  résolu,  on  voit  immédiatement 
que  0  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  ;  A'  est  l'in- 
tersection des  perpendiculaires  menées,  en  B,  et  eu  C,  res- 
pectivement à   OB   et  à    OC;    B'  etc..  On  a  donc 

. ,  ^  a  abc 

A'C  == = -.    etc.. 

2  cos  A       0^  +  c^  —  a^ 

Nota.  —    Solutions    analogues    par   MM.   Davidoglou,   Droz-Farny, 
A.  Champion. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


668.  —  On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  C  et  un 
point  0.  D'un  point  de  cette  courbe,  comme  centre,  on  décrit 
une  circonférence  de  cercle  qui  passe  par  0  et  l'on  prend 
l'axe  ra  Jical  de  cette  courbe  et  de  C.  Démontrer  que,  lorsque 
le  centre  pris  sur  C  se  déplace  sur  cette  courbe,  cet  axe 
radical  reste  tangent  à  une  circonférence  de  cercle. 

(Mannheim.) 

669.  ~  On  doune  uu  rectangle  ABCD,  dans  lequel  B,  D 
désignent  deux  sommets  opposés.  Soient   F,  V   deux  cercles, 
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de  centres  0,  0',  tangents  entre  eux,  et  touchant  respective- 
ment :   AB,    en   B;   AD   en  D. 

La  droite   00'  enveloppe  une  circonférence.  (G.  L.) 

670.  —  Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  considère  dans 
son  plan  deux  points  M ,  M',  symétriques  l'un  de  l'autre 
relativement  au  milieu  D  de  BG.  Si  BM  et  CM  rencontrent, 
AC,  AB  en  E,  F,  démontrer  que  les  triangles  M'GE,  M'FB 
sont  équivalents  et  présentent  le  même  sens  rotatoire. 

Appliquer  cette  proposition  à  démontrer  que,  dans  un  qua- 
drilatère plan  quelconque  ABGD,  convexe  ou  non,  où  AD, 
BG  se  coupent  en  L  et  AG,  BD  en  M,  les  milieux  de  AB, 
CD,  LM    sont  trois  points  en  ligne  droite  (*).  (Bernés.) 

671.  —  Dans  un  triangle  ABC  on  considère  deux  points 
M,  M'  symétriques  l'un  de  l'autre  relativement  au  milieu 
de  BG,  montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  droites  AM,  AM'  soient  isogonales,  est  que  les  angles 
ÂBM,  ACM  soient  égaux  et  de  sens  contraire. 

En  conclure  le  lieu  des  isogonaux  N,  N'  de  deux  points 
M,  M'  symétriques  relativement  au  milieu  de  BG  et  tels 
que  AM,  AM'  soient  deux  droites  isogonales.  Quelle  est,  sur 
ce  lieu,  la  situation  relative  de  N  et  N'?  Montrer  que  les  deux 
points   M,  M'   sont  isoptiques  (ou  jumeaux).  (Bernés.) 

672.  —  On  donne  les  relations 

(tga;  +  tg2/)  tg(.«  +  y)  -=  (tg^/  +  tg^)  tg(!/  +  z) 
=  (tgs  +  tga;)tg(^  4-  x), 
on  demande  d'isoler  les  inconnues;  c'est-à-dire  de  tirer,  des 
relations  en  question,  les  suivantes 

m  =  fiy)  =  m-  (**)        (G-L.) 

(*)  On  peut  aussi  l'appliquer  à  la  question  suivante. 

i**)  J'ai  proposé  cette  question  dans  le  journal  de  M.  Schoule,  il  y  a 
quelques  mois.  Elle  n'a  pas  été  résolue;  c'est  pour  ce  motif  que  je  la 
propose  ici,  de  nouveau. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGHAMPS. 


1MI>RIMER1K    CENfKALE   DES  CHEMINS   DE  FER 
IMPRIMERIE  CH.UX,   RUE  BERGÈRE,   20,  PARIS.  —  -1 6574-8-95- 
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NOTE  SUR  L'ÉQUATION  TRIGONOMETRIQUE 

a  sina?  +  /;  co^x  —  c. 

Par  M.  Ilroz-Farny,  professeur  au  lycée  de  Porrentruy. 


La  résolution  de  cette  équation,  lorsque  a,  b  ci  c  sont  des 
valeurs  numériques  données,  est  bien  connue. 
Ou  introduit  un  angle  auxiliaire  9,  en  posant  : 

b 

Il  en  résulte 

c 

sin  {a  +  5)  =  -  cos'f. 
a 

Pour  que  l'angle  X  soit  réel,  on  doit  avoir 

c  c"" 

I  >  -  cos  cp  >  —  I ,    ou     —  COS^  9  <  T  ; 
a  a'^ 


d'oii  c  <  v/«'  +  ^^• 

Si  a,  b,  c  représentent  des  longueurs  données,  il  est  facile 
de  construire  graphiquement  les  angles  x  qui  véri lient 
l'équation  proposée. 

Sur  les  deux  côtés  d'un  angle  droit  C,  on  porte  les  lon- 
gueurs CA  =  6  et  CB  —  a.  L'angle  CBA  est  égal  à  l'augle 
auxiliaire   9. 

Portons,  sur  le  côté  AC,  une  lon- 
gueur AD  =  c  et  décrivons,  du  point 
D  comme  centre,  avec  un  rayouégal 
à  a,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  Ihy- 
polénuse  Aii  aux  points   E   et  F. 

Dans  les  triangles  DE  A  ou  DFAon  a  : 

sin  DEA     )         .     ,        ^ ,        (DE 

:   sinA  ==  DA  : 
siu  DFA     )  (     DF 

de  là,  on  lire     sin  DEA  i:^  sin  DFA  —  -. 


Ç^  -  -4-  ' 


Les  angles   DEA  et  DFA  représeuteut  donc  les  deux  valeurs 
de  l'angle   x  -f  cp. 

JOÎIBNAL    DR   MATH.    ÉLSM.    —    /8!(.").  10 
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Soient  L  et  M  les  points  d'intersection  des  droites   DF 
et  DE   avec  le  côté  BG,  on  a  donc  pour  l'angle  x  cherché, 
les  deux  solutions  : 

x'  =  hLF        ou  x"  =  EMÈ. 

Pour  que  le  prohlème  soit  possible,  il  faut  que  l'arc  de 
cercle  EF,  décrit  de  D  comme  centre,  avec  a  pour  rayon, 
coupe,  ou,  tout  au  moins,  touche,    AB. 

En  abaissant  la  perpendiculaire  DH.  sur  AB,  on  doit 
donc  avoir 

(1)  DH  <  a. 

Les  triangles  semblables  donnent 

(2)  °g-         " 

c         \/a«  +  b^ 

Les  relations  (1)  et  (2)  prouvent  que 

c  <  /a'  +  b\ 
On  retrouve  ainsi  la  condition  connue. 
Une   méthode    identique    fournirait    la    construction    des 
angles  x  vérifiant  l'équation 

a  sina;  —  b  cosa;  =  c. 


QUELQUES  PROPRIETES 

DU  CERCLE    CONJUGUÉ    A    UN    TRIANGLE 
Par  S».  Chassiotis. 


I.  —  On  sait  que  le  cercle  conjugué  à  un  triangle  est  tel  que 
la  polaire  de  chaque  sommet  du  triangle,  par  rapport  à  ce 
cercle,  est  le  côté  opposé.  Il  en  résulte  que  le  cercle  conjugué 
a  un  triangle  est  le  cercle  orlhotomique  aux  cercles  décrits  sur 
les  côtés  du  triangle  comme  diamètres. 

Gelaposé,  soient  quatre  droites,  Aj ,  Aj,  A3,  A^;  considérons 
le  cercle  ^^  conjugué  au  triangle  A,,A3A^ ,  nous  allons  démon- 
trer le  théorème  suivant: 

/  Théorème  I.  — Les  quatre  cercles  T^,  r^,  Fj,  ^^  sont  ortho- 
gonaux aux  cercles  Di,D2,  Dj,  décrits  sur  les  diagonales  du 
quadrilatère  comme  diamètres. 
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En  elTet,  le  centre  de  la  circonférence  r,  est  l'orthocentre 
du  triangle  A^AjA^  ;  son  rayon  est  égal  à  la  puissance  de 
l'orthocentre  par  rapport  aux  cercles  D^,  D2,  Dg .  Or,  ce  point 
se  trouve  sur  l'axe  radical  des  circonférences  D^ ,  D, ,  Dj  ;  on 
en  conclut  le  théorème  énoncé. 


Corollaire  I.  —  Les  cercles  r, ,  r,,  Tg,  r^  ont  même  axe 
radical. 

De  plus,  ils  coupent  la  droite  des  milieux  des  diagonales  du 
quadrilatère  en  deux  points  I  et  J  qui  sont  les  points  limites 
relatifs  aux  cercles    D, ,  D, ,  Dj . 
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Remarque  I.  —  On  sait  que  le  centre  d'une  hyperbole  équi- 
latère  inscrite  à  un  triangle  appartient  au  cercle  conjugué  du 
triangle;  donc,  les  points  I  et  J  sont  les  centres  de  deux 
hyperboles  équilatères  inscrites  dans  le  quadrilatère  AjA^AjA^ . 
D'autre  part,  le  centre  d'une  telle  hyperbole  se  trouve  à  l'inter- 
section de  la  droite  des  milieux  des  diagonales  avec  le  cercle  E 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  diagonales. 

Corollaire  II.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  des  dia- 
gonales et  les  cercles  conjugués  aux  divers  triangles  formés  par 
les  côtés  d'un  quadrilatère  ont  même  axe  radical.  Par  suite,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  des  diagonales  et  les  cercles  décrits  sur  les 
diagonales  comme  diamètres  se  coupent  à  angle  droit. 

Remarque  IL  —  Supposons  qu'on  commence  à  démontrer 
directement  que  le  cercle  E  est  orthogonal  aux  cercles 
Di,  Dj,  D3  et  que  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  ins- 
crite dans  le  quadrilatère  AjAjAgA^  se  trouve  à  l'intersection 
du  cercle  E  avec  la  droite  des  milieux  des  diagonales  du  qua- 
drilatère. Alors,  d'après  le  théorème  I,  on  en  conclut  que  le 
centre  d'une  hyperbole  équilatère  inscrite  dans  un  triangle 
se  trouve  sur  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle;  ce  théorème  est 
bien  connu. 

Théorème  II.  —  Les  points  de  l'intersection  des  cercles 
E,  Fj ,  Fj ,  Fg ,  F4  avec  les  diagonales  du  quadrilatère  forment 
trois  divisions  en  involution.  Les  points  doubles  de  ces  divisions 
sont  les  sommets  du  quadrilatère;  les  points  centraux  sont  les 
milieux  des  diagonales. 

En  efTet,  les  cercles  E,  F,  ,  F^ ,  F, ,  F^  passent  par  les  deux 
points   I   et  J. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Théorème  III.  —  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  une 
transversale  A'B'C  ;  si,  sur  le  côté  AB,  on  considère  une  division 
en  involution,  ayant  G'  pour  point  central  et  dont  la  puissance 
est  égale  auproduit  C'A.C'B;  et,  sur  les  autres  côtés,  les  divisions 
analogues  ;  les  points  doubles  de  ces  divisions  sont,  trois  à  trois,  en 
ligne  droite. 
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Ainsi,  les  six  points  doubles  sont  situés  sur  quatre  droites 
qui  forment  un  quadrilatère  complet. 

Considérons  maintenant,  dans  un  triangle  ABC,  deux  Iratis- 
versales  réciproques  k'WQ!  et  A"B"(y'  et  appliquons  successive- 
ment à  chacune  des  transversales  le  théorème  III.  A  chacune 
des deuxtransversalesconsidérées correspond  un  quadrilatère, 
les  deux  quadrilatères  ainsi  obtenus  sont  réciproques,  c'est-à- 
dire  que  deux  côtés  homologues  sont  des  transversales  réci- 
proques. 

Remarque  lll.  — Considérons  maintenant  deux  quadrilatères 
réciproques;  avec  leurs  huit  côtés,  on  peut  former  56  triangles 
et,  par  suite,  on  peut  leur  construire  56  cercles  conjugués;  or, 
avec  ces  8  côtés  on  peut  former  70  quadrilatères,  d'après  le 
corollaire  I  du  théorème  I,  ces  56  cercles  ont  même  axe  radical 
434.  Nous  avons  donc  70  axes  radicaux  distincts  qui  coupent 
les  56  cercles  en  140  points  situés  sur  une  même  circonférence 
qui,  d'après  le  corollaire  II  du  théorème  I,  est  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  par  rapport  auquel  les  quadrilatères 
sont  réciproques. 

Cette  remarque  peut  se  généraliser  bien  facilement,  et 
conduit  aux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  IV.  —  Étant  donnés  un  triangle  ajBy  fixe,  et  une 
transversale  A'B'C,  variable  dans  son  plan  ;  on  considère  les  six 
points  qui,  d'après  le  Ihéorème  III,  lui  correspondent.  Avec  A' 
comme  centre  et  un  rayon  égal  à  \/A'B.  A'C,  on  décrit  une  circon- 
férence; les  trois  circonférences  ainsi  obtenues  ont  même  axe  radical; 
cet  axe  passe  par  un  point  fixe  lorsque  la  transversale  A'B'C 
varie,  ce  point  fixe  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle    a^y. 

Théorème  V.  —  Le  lieu  des  points  (I  et  J),  points  limites 
relatifs  aux  cercles  D^ ,  Dj ,  D3 ,  est  la  circonférence  circons- 
crite au  triangle    aBy. 

Des  théorèmes  précédents  résulte  encore  l'énoncé  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  il  existe 
trois  hyperboles  équilalère^  ayant  un  de  leurs  foyers  au  centre  des 
hauteurs  et  tangentes  à  deux  côtés  du  triangle.  Elles  sont  les  polaires 
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réciproques  des  cercles  décrits  sur  les  côtés  du  triangle    ABC 
comme  diamètres,  par  i^apport  au  cercle  conjugué. 

Théorème  VII.  —  Les  directrices  î^elatives  au  foyer  commun 
sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A,  B,  G,  .sur  les  droites 
joignant  le  foyer  commun  aux  milieux  des  côtés. 

Théorème  VIII.  —  Les  asymptotes  de  ces  hyperboles  sont 
les  tangentes  menées,  des  milieux  des  côtés,  au  cercle  conjugué. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Aug.  Boutin. 


405.  —  On  considère  la  suite 

Uo  =  0,         Ui=:l,        Ujj=6,        U3=3  35       ...      u«  =  6u„_i  — U„_2. 

Aucun  nombre  de  cette  suite  n'est  premier. 

Les  termes  de  rang  pair  sont  pairs;  les  termes  de  rang  impair  satisfont 
à  la  relation  : 

"2n+l  =  "n+l  -  "«• 

En  outre  du  facteur  2,  les  termes  de  rang  pair  sont  décomposables  par 
la  formule  : 

On  en  déduit,  pour  la  somme  des  termes  de  rang  impair: 

U,  +  «3  +  «s  +   .  .  .  +  «2^1  =  W^+i 

et,  pour  celle  des  termes  de  rang  pair  : 

tt»  +  W*  +  «6  +  •  .  •   +  «2n  =  «n"n+r 

On  peut  encore  vérifier  les  formules  : 

t;("2«+i  -  2«-  I), 


u\ 

+  m|  +  «2 

u\ 

+ 

u\  +  M?  + 

I 

+ 

«, 

I 

«1 

1 

32 


,2 


'4« 


2"-l         l6\l2 

Cette  suite  remarquable  est  telle  que  le  carré  de  chacun  de  ses  termes 
est  un  triangulaire.  S'il  existe  des  triangulaires  autres  que  o,  i  et  6, 
dont  le  carré  soit  un  triangulaire,  ils  sont  donc  compris  dans  cette  suite 
(question  164  de  V Intermédiaire).  Les  seuls  nombres  z/,,,  qui  puissent  être 
triangulaires,  sont  ceux  où  a  aâecte  l'une  des  formes  :  6K,  12K+1' 
12K  +  2. 

On  vérifie  directement  qu'il  n'y  en  a  pas  jusqu'à  : 
«j4  =  41 7  5o  I  372  047  787  720. 
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406.  —  A  un  carré  on  ajoute  le  triangulaire  de  même  rang. 
Dans  quel  cas  la  somme  est-elle  un  carré? 

On  doit  résoudre,  en  nombres  entiers,  l'équation  : 

x{x-^  i) 
x^  +  -^ =  y^. 

On  a  toutes  les  solutions  par  les  suites  : 
2/i  =  lo,      y^  =  980,      ^3  =  9  6o3o      ...      2/„  =  98  î/„_i  —  y„_2  ; 

iC,  =     8,        Xj  =:  800,        a;3  =  78406        ...        ^n^^  ^^^n-i  — ^n— 2  "^  '^* 

407.  —  Quels  sont  les  triangulaires  qui  ne  diffèreîit  d'un  cube 
que  d'une  unité? 

On  sait  qu'aucun  triangulaire  n'est  un  cube. 

Les  triangulaires  qui  répondent  à  la  question  sont  les  solutions  de 

x{x  -i-  i) 


y  3: 

2 

On  trouve  : 

i«  — 

=  0, 

33  + 

2 

l63  — 

_9o-9i, 
2 

20'  -t  I 

126.127 
2 

Ce  sont  d'ailleurs  les  seules  solutions. 

408.  —  Tout  carré  iinpair,  augmenté  de  2,  est,  de  deux  façons  au 
moins,  une  somme  de  trois  carrés. 

En  dehors  de  la  décomposition  : 

(2?l  +    I  )2  -t-  2  =  (271+   l)*  +    I*  +   l', 

on  a,  n  étant  un   multiple   de  3,  ou  un  multiple   de   3   augmenté  ou 
diminué  d'une  unité  : 

(6p  -4-  3)"  4-  2  =  (4P  +  3)«  +  (4P  +  i)»  +  (2p  4-  iV, 
(6p±  O'^-f-  2  i=(4p±  i)"-i-(4p±  if-h{2pziz  i')\ 


BACCALAUREATS 


Académie  de  Rennes. 

Questions  au  choix.  —  'a)  Établir  le  théorème  des  projections  et  en 

déduire    la  démonstration  générale   des   formules  qui  font  connaître 

sin    (a  ±h),  cos(a  ±  b)  en  fonction  de  sin  a,  sin  6,  cosa,  cos6. 

sin  X 
{b)  Trouver  la  limite  du  rapport  ,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  en 

démontrant  les  principes  sar  lesquels  on  s'appuie. 
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(c)  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à 
l'un  d'eux. 

Discussion.  —  Comparaison  des  solutions  géométriques  et  trigonomé- 
Iriques. 

Problème.  —  On  donne  une  circonférence  O  de  rayon  R  et  un  point  A 
situé  à  la  dislance  OA  ^  a  du  centre  0.  Par  le  point  A,  on  mène  une 
sécante  ACB  telle  que  AG  soit  le  plus  grand  segment  de  AB  partagé  en 
moyenne  et  extrême  raison.  Trouver,  en  fonction  de  R  et  de  a  : 

1°  Les  expressions  de  AB,  AG  et  des  projections  des  rayons  OB,  OC 
sur   OA  ; 

2°  Le  volume  engendré  par  le  secteur  circulaire  BOG,  tournant  autour 
de    OA; 

3°  Ge  que  devient  le  volume  quand  on  suppose  : 

Académie  de  Toulouse. 

BACCALAURÉAT   COMPLET 

1.  —  Vérifier  l'identité  cos  x  :h:  ■ 

I  -f-  tang  X  tùng  - 

2 

IL  Calculer  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  ^    et   -• 

^  4 

IIL  Étant  donné  le  côté  a  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  on  inscrit 
dans  ce  triangle  un  second  triangle  équilatéral  DEF.  Déterminer  la 
distance  AD  de  telle  façon  que  le  rapport  de  l'aire  du  triangle  DEF  à 
l'aire  du  triangle  ABG  soit  égal  à  un  nombre  donné  m^. 

BACCALAURÉAT    CLASSIQUE 

On  donne  la  base  AG,  que  l'on  désignera  par  a,  et  la  hauteur  corres- 
pondante h  d'un  triangle  ABC.  Calculer  les  côtés  d'un  rectangle  DEFG 
inscrit  dans  ce  triangle,  sachant  qu'une  diagonale  de  ce  rectangle  a  une 
longueur  donnée  m.  —  Discuter. 


QUESTION  618 

Solalion  par  M.  L'Hu/llier,  répétiteur  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 


On  considère  un  triangle  ABG .  Sur  BG  comme  diamètre  on 
décrit  un  cercle  A  qui  coupe  AB  en  P,  AG  en  Q.  La  polaire  de 
A  par  rapport  à  A  coupe  le  cercle  APQ  en  deuxpoints  R  et  R'. 
L'une  des  droites  AR  ,  AR'  est  la  hauteur  correspondant  à  BG; 
l'autre  est  la  médiane.  (G.  L.) 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  APQ  est  le  cercle  décrit 
sur  AR'  comme  diamètre,   R'  étant  le  point  de  jrencoDtre  des 
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hauteurs  BP   et  CQ.  La  polaire  de  A  passe  par  le  point  R' 
et  AR'   est  la  troisième  hauteur  du  triangle. 

Soit  R  le  second  point  d'intersection  de  la  polaire  de  A 
avec  le  cercle  APQ  ,  AR  est  perpendiculaire  à  RR'  et  par 
suite  passe  par  le  centre   0  de   A  ,  point  milieu  de   BG. 

(Autrement)  (*).  —  Transformons  la  figure,  en  prenant  A 
pour  centre  d'inversion  et  AP.AC  =  AQ.AB  pour  module. 
Le  cercle  A  est  sa  propre  trans- 
formée. Le  cercle  APQ  devient 
la  droite  BC,  et  la  polaire  de 
A,  par  rapport  à  A,  est  le 
cercle  ayant  pour  diamètre  la 
droite  joignant  A  au  centre  de 
A,  c'est-à-dire  au  milieu  de 
BG.  Ainsi,  les  transformés  des 
points  R  et  R'  sont  :  le  milieu 
de  BG  et  le  pied  de  la  hau- 
teur H,  issue  de  A.  Les  points  R  et  R'  sont  donc  bien 
situés  :  l'un,  sur  la  médiane;  l'autre,  sur  la  hauteur. 

Diota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Alfred  Champion,  Droz-Farnï,  Davi- 

DOGLOU. 


QUESTION  621 

iSolntiou,  par  M.  Droz-Farny,  professeur  au  lycée  de  Porrentruy. 


0)1  donne  un  tétraèdre  quelconque.  De  l'un  de  ses  sommets,  on 
mène  le  plan  perpendiculaire  à  la  face  opposée  à  ce  sommet,  et  qui 
contient  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  formant 
cette  face.  Il  y  a  ainsi  quatre  plans  :  démontrer  qu'ils  se  coupent 
au  même  point.  (Mannheim.) 

Soient,  dans  un  triangle  ABG  quelconque,  H  l'ortho- 
centre,  y  le  centre  de  gravité,  0'  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
D'après  un  théorème  bien  connu,  dû  à  Eulcr,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite,  et  Hy  —  2y0'.   Joignons  un  point  quel- 


\*)  Cette  solution  est  de  M.  Dhavernas,  élève  au  lycée  Micbelel. 
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conque  D'  du  triangle  à  ces  trois  points,  et  soient  M'  le 
point  milieu  de  HD'  et  G'  le  point  qui  divise   yT>'   suivant 

le  rapport  y  g'  :  g'B'  —  i  :3. 
^-  On  voit  aisément  que  0', 

G'  et  M'  sont  en  ligne 
droite,  et  que  G'  est  le 
point  milieu  de  M'O'.  Soit, 
en  effet,  a  le  point  milieu 
de  yJ)';  M'a  sera  égal  et 
parallèle  à  yO',  donc 
M'yO'a  étant  un  parallé- 
logramme, la  diagonale 
M'O'  est  divisée  en  G' 
en  parties  égales.  Consi- 
dérons maintenant  le' tétraèdre  ABCD,  D'  étant  la  projec- 
tion du  sommet  D  sur  la  base  ABC.  Il  en  résulte  que  0' 
et  G'  seront,  sur  la  même  base,  les  projections  du  centre  0 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  et  du  centre  de  gravité 
G  de  ce  tétraèdre.  Si  donc  on  élève,  en  M',  une  perpendi- 
culaire sur  la  face,  elle  coupera  la  droite  fixe  OG  en  un  point 
bien  déterminé  M,  appartenant  au  plan  DD'H,  et,  par 
conséquent,  aux  quatre  plans  analogues,  et  tel  que  MG  =  GO. 
Remarque.  —  M  est  le  centre  de  l'hyperboloïde  des  quatre  hau- 
teurs du  tétraèdre;  il  résulte  en  outre  de  la  démonstration 
précédente,  ce  théorème  dû  à  Joachimsthal  : 

Dans  tout  tétraèdre,  le  centime  M  de  l'hyperboloiOe  des  hauteurs, 
le  centre  de  gravité  G  et  le  centre  0  de  la  sphère  circonscrite^ 
sont  trois  points  en  ligne  droite  et  tels  que  MG  =  GO. 


QUESTION  6'2-2 

Solution  par  M.  J.  S.  Mackay,  professeur  à  l'Université  d  Edimbourg. 


Soient  Bj  et  Cj  les  milieux  des  côtés  AC  et  AB  du  triangle  ABC, 

P  un  point  quelconque  du  côté  BC.  Les  droites  PB,  et  PC,  coupent 

respectivement  AB  et  AC  en  Bj  et  C^.  Démontrer  que  la  droite  i^-jC^ 

est  parallèle  à  AP  et  qu'elle  coupe  le  côté  BC  en  un  point  Q  tel  que 

QC  ^  /PCn2 

QB       \PB/  '  ni.  d'OcagneJ 
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Les  côtés  du  triangle  ABC,   coupés  par  les  transversales 
PBiB,,  PG.Gi,  donnent 
BP   CBi   AB, 

cp'âb^'bb^ 

BP   AB, 

d  ou  TT^ 


GP   BBo 


d'oïl 
AB, 
BB, 


De  là,  on  tire 


AB. 


GC, 
AG 


AB 

et 

ABj     CGj    PGj 

âg^'^cb'i'^pg;"' 

à  cause  des  pa- 
rallèles G^Bi  eL 
BG.  Ainsi  B.G^ 
est  parallèle 
à    AP. 

Les   côtés   du 
triangle    ABC,    coupés  par  la  transversale    QG^B 

BQGG,AB._  BQ  ^  AG,   BB, 

gq'âgT'bb;" ''  '       gq"gg/ab/ 

Mais  il  résulte  de  {a)  que 

/BP\2  _  BB^  A  G, 

Vgp/  ~  âbI'gg^' 

doue,  enfiu,  etc. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  A.  Champion,  Droz-Farny,  David.glou, 
II.  L'HuiLLiER,  répétiteur  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 


QUESTION  623 

Solution  par  M.  A.  Champion. 


Démontrer  que  rapothème  du  pentagone  régulier  est  égal  à  la 
moitié  du  rayon  du  cercle  circomcrit  augmenté  de  la  moitié  du  côté 
du  décagone  régulier  inscrit  dans  le  même  cercle.     (Mannhei lu .) 


228 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 


Les  triangles  OBF,  CDF,  évidemment  isoseèles,  donnent  : 
OB  =  BF, 
CD  =  CF. 
CB       OB  +  CD 


Mais 


OE  = 


Solution  analytique  (*).  —  Le  côté  du  pentagone  inscrit  dans 

un  cercle  de  rayon  R  ayant 
pour  valeur 

P  =  -v/io  -2\/b, 

2 

on  aura  pour  son  apothème: 
A»=:  R^ ^(lo  -2/5), 


16 


R2 


=  -(6+  2v/5), 

■p      , v>       _ 

d'où  A   ^  -V6  +  2v/5  =  -(v/5  +   i), 

4  4 

A    —  -(v/5  —  i)  H 

Or,  le  côté  du  décagone  régulier,  inscrit  daus  un  cercle  de 
■p      _ 
rayon   R  est  —  (\/5  —  1)5    donc,  etc.. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  M.  Jean  Négrétzu,  à  Dobridor  iRou- 
manie)  ;  L,  Goyens;  Boza.l-Obejero,  processeur  à  l'inslitut  de  Bilbao 
(Espagne);  H.  L'Hcillier,  répéliteur  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 


QUESTION  624 

Généralisation  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Z*'  Dans  un  triangle  ABC,    trouver  le  point  M  pour  lequel  on  a 
AM'  +  "BG^  =  BM"  +  Cl'  :r="cM'  +  AB". 

2'  Dan^  un  triangle  ABC  trouver  le  point  M  pour  lequel  on  a 
ÂM-  -  BC^  =  BM'  -  CÂ'  =  CM'  -  AB-. 

(E.  Lemoiue.) 


(*)  Cette  solution  est  de  M.  Droz-Farny. 
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D'après  une  question  proposée  par  M.  E,  Lemoine  dans 
Mathesis,  cherchons  le  point    M 
pour  lequel 

Supposons    b  >  c,    on  a 

MG^  -  MB-  =:  l{b^  -  c«). 
Si,  de  M,  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire MM'  sur  BC,  on  aura 
aussi  WCr  -  WB"  =  l{b^  -  c^). 
Représentons  par  H'  le  pied 
de  la  hauteur  relative  à  BG  et  par  0'  le  point  milieu  de 
ce   côté.  Gomme     {WC  +  M'B)(M'G  -  M'B)  =  X{b^  —  c'^), 


on  trouve     M'G  = 


d'où  aisément 


et,  par  conséquent, 


M'O'  =: 

M'O' 


2a 

l(b^-c^) 

2(1 


WB  = 


M'H'  = 


a»  _  l{b^  -  c"-) 

2a 
(6^-c')(i  -À) 

2a 


rapport  qui  ne  dépend 


M'H'        I    -  X 
que  de   À  . 
La  perpendiculaire  élevée  en  M',    sur  BG,   couperait  donc 

la  droite  d'Euler    OH    en  un  point    M,  bien  déterminé,  pour 
MO  À 


lequel 


La  position  de  ce  point  ne  dépendant 


MH        1   -  X 

que  de  la  valeur  de  À  ,  on  trouverait  le  même  résultat  pour 
les  deux  autres  côtés.  M  est  donc  un  point  de  la  droite 
d'Euler  du  triangle   ABG  , 

Si  le  point  M   avait  été  déterminé  par  les  conditions 
MA-  -  Xa^  :=  lÎB'^  -  W  =^MCr  -  ac\ 
on  aurait  eu,  pour  sa  projection    M"    sur  BG 

M^'  -  Wijr  =  X(6»  -  c^); 
d'oîi  MTi-  —  WC'  --=  ÎFG'  -  Wb\ 

Il  en  résulte  évidemment  que  les  points  M'  et  M"  sout 
isotomiques  sur  BG  et  que,  par  conséquent,  les  deux  points  M 
cherchés  sout  sur  la  droite  d'Euler,  symétriquement  disposés 
par  rapport  à   0  . 

Dans  le  cas  particulier  de  la  question  proposée,  X  =  i  le 
premier  point  coïncide  avec  l'orthocentre  H  ;  le  second,  est 
le  symétrique  H',    de   H,    par  rapport  à   0. 


230 


JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Gotens  et  Davidoglou. 

M.  Lemoine,  en  nous  adressant  cette  question,  ajoutait  quelques 
réflexions;  parmi  lesquelles,  les  suivantes  : 

1"  Au  point  H,  la  valeur  commune  des  quantités  AH^  +  a*.  BH*-t-b', 
CH  ^  +  c',    est  égale  à   4R2. 

2»  Au  point  H',    on  a 
AÏF''  —  a'^=  BIT*  —  ¥  ='GÏr*  —  c^  =  16R2  _  4(^2  _  4Rr  _  »•') 
(notations  ordinaires). 

3°  Le  point  II'  a  pour  coordonnées  normales  cos  A  —  cos  B  cos  G,  . . . 
Ce  point  est,  après  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  lorthocentre,  un 
des  points  remarquables  du  triangle  qui  se  place  le  plus  simplement;  si 
l'on  s'appuie  sur  sa  propriété  d'être  le  centre  radical  des  trois  circonfé- 
rences A(o),  B(6),  G(c)  étudiées  par  M.  de  Longcbamps,  on  voit  que  le 
symbole  de  sa  construction  est  op:  (4R,-4-  2  R2  +  9C1+ 3  C3)  ;simp/?c(7é:  18; 
exactitude  :  i2>  \   2  droites,  3  cercles. 


QUESTION  625  t- 

Solution  par  M.  Goyens. 


Soient  H  V orthocentre  d'un  triangle  ABC,  0  le  centre  du  cercle 
circonscrit:  les  di'oites  AH  et  AO  coupent  le côté^G respectivement 
aux  points  A',  D;  soit  ac  le  point  milieu  de  AD.  Les  trois  droites 
telles  que  A'a  se  cî^oisent  au  centre  w  du  cercle  des  neuf  points. 

(Droz-Farn}'.) 

Le  centre  du  cercle  des  neuf  points  est  au  milieu  de  la 
distance  de  l'ortliocentre  au  centre  du  cercle  circonscrit.  Il  suffit 

donc  de  démontrer  que  co  est  le 
milieu  de  OH.  Dansle  triangle  rec- 
tangle AA'D,A'a=Aa;  donc  l'angle 
HA'a  =  aAA'.  Dans  le  triangle 
rectangle  AVK,  YO  —  AO;  donc 
l'angle  A'VO  =  HA'a  ;  donc  A'a 
et  VO  sont  parallèles. 
Les  égalités 

HBA'  =  A' AU  =  X'BV 
prouvent  que     HA'  =  A'V; 
A'  étant  le  milieu  de  HV  dans  le 
triangle  HVO;  A'a,  parallèle  à  OV,  passe  par  le  milieu  de  HO. 

Nola.  —  Solutions  diverses  par  MM.  A.  Champion;  H.  L'Huillier,  répé- 
titeur au  lycée  de  Bar-le-Duc;  Davidoglou. 
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QUESTION  626 

Solution  par  M.  L'Huilher. 


On  considère  le  faisceau  0  (A Aj Aj A3 . . .  A2pB)  et  la  transversale 
AAjAj  . . .  A^pB.  Si  l'on  désigne  par  R^,  R2,  . . .  R2p,  les  rayons 
des  (A2p)  cercles  circonscrits,  aux  triangles  OAA^  OAA^  . . .  OAAa^ 
et  par  Rj,  Ro, . . .  R^p  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
OBAj ,  OBA2  . . .  OBA2P,   on  a  la  relation 

R.  .  ■ .  R2p    ^    R2  . .  ■  R2p  _     (*) 

R,  . . .  R2yj— 1       Ri  . . .  R2P— 1 

(J.  Négrétzu.) 

Le  produit  de  deux  côtés  d'un  triangle  étant  égal  au  dia- 
mètre multiplié  par  la  hauteur  correspondante  au  troisième 
côté,  on  aura  en  désignant  par   h  cette  dernière 

OA.OAi  ==  2R,.h, 

OA.OA,  =  zE^.h, 


UA.OA2;,  —  2R2p.h; 
et  OB.OAi  r::.  2RÎ./i, 

OB.OA2  =  2R;./i, 


d'où 


OB.OA2P  =  2R;^./i; 
R,  _  OA2  R2p  OA2 


et,  par  suite, 


Ri        OA,  H,,_y       OA.p-,  ' 

R^  _  OA^  R^p    _    OA.p  , 

R'i  ~  OAi  '     "  ■  '    R:,^_,  ~  OA,,. .,  ' 

Rj  . . .  R2P    __    R2  . . .  Rop 


Ri  . . .  R2P-1       Ri  . . .  R2P-1 
Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  A.  Champion  et  Davidoglou. 

(*)  Énoncé  rectilié. 
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QUESTION  627 

^iolution,  par  M.  J.-S.  Mackay,  professeur  à  l'Université  d'Édinbourg. 


Soient  : 

I,  Il ,  I2 ,  I3  le  cercle  inscrit  et  les  cercles  exinscrits  à  un 
triangle  ABC, 

Go  le  centre  radical  des  cercles  I^ ,  I^ ,  I3 

Cl  id.  I,     I3 ,  I2 

Gj  id.  I3 ,  I,     Il 

G3  id.  I2 ,  II,  1, 

Montrer  que: 

1°  Le  tnangle  Ci  G^  C3  est  semblable  au  triangle  formé  par  les 
centres  des  cercles  ly ,  I^ ,  I3  et  le  rapport  de  similitude  de  ces 

triangles  est  -  ; 

2°  Le  point  Cq  est  le  poinl  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
G, ,  Cj,  G3.  (E.-N.  Barisien.) 

Employons  les  notations  suivantes  : 

I,  Il ,  Ijj ,  I3  désigneront  aussi  les  centres  des  cercles 
inscrit  et  exinscrils, 

D,  Dj ,  Dj ,  D3 ,  les  points  de  contact  de  ces  cercles 
avec  BG, 

A',  B',  G',   les  points  milieux  de     BC,    CA,   AB. 

On  sait  que  A'  est  le  point  milieu  de  D^Dj,  aussi  bien  que 
celui  de  DDj .  On  aura  donc  l'axe  radical  des  cercles  \^ ,  I3 
passant  par  A'  et  perpendiculaire  à  leur  ligne  de  centres  L^Ig. 

Mais  l'axe  radical  des  cercles  I,  Ii  passe  aussi  par  A',  et 
il  est  perpendiculaire  à  IIi.  Par  conséquent,  les  axes  radicaux 
des  couples  de  cercles  I2  et  I3  se  coupent  perpendiculaire- 
ment en  A'. 

De  même  pour  les  axes  radicaux  des  cercles  I3  et  I^,  I  et 
I2  ;    et  pour  ceux  de  Ij  et  I^ ,   letlg. 

Maintenant,  puisque  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  se 
coupent  au  centre  radical,  on  voit  que  les  quatre  centres  radi- 
caux Co,  Cj,  Cj,  Cg  forment  un  gî^oupe  orthocentrique,  c'est-à- 
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dire,  que.  dans  le  groupe,  chaque  point  est  l'ortlioceutre  du  triangle 
dont  les  trois  autres  sont  les  sommets. 

Les  deux  quadraag-les   II1IJ3  et  G^Cfi-fij    ont  évidemment 
leurs  lignes  correspondantes  parallèles. 


Le  triangle  ABC  et  le  triangle  GiG.G.,  ont  même  cercle 
des  neuf  points,  parce  que  A',  B',  C,  qui  sont  les  points 
milieux  des  côtés  de  ABC,  sont  les  pieds  des  hauteurs  de 
GiGjCj.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  la  moitié  du  rayon  R  du 
cercle  ABC,  et  le  cercle  ABG  est  le  cercle  des  neuf  points 
du  triangle  I1I2I3  ;  ce  qui  établit  le  rapport  de  similitude  des 
triangles     GiCjCj  et  IJals- 

Remarque.  —  On  peut  signaler  quelques  autres  propriétés 
appartenant  à  cette  figure. 

Si  l'on  désigne  par  H  l'orthocentre  du  triangle  ABC,  on 
sait  que  le  cercle  des  neuf  points  de  ABG  touche  les  seize 
cercles  inscrits  et  exinscrits  aux  quatre  triangles  ABC,  HGB, 
GHA,  BAH.  Or,  ce  même  cercle  doit  toucher  aussi  les  seize 
cercles  fournis  par  les  triangles  GiCjCj,  CoGsGajGjCoGi,  G,GjGo. 

Si  l'on  effectue  les  mêmes  constructions  sur  le  triangle 
GiGaC-a   comme  on  a  fait  sur  le  triangle   ABG,   on  aura  une 
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autre  série  de  seize  cercles  touchés  par  le  même  cercle  des 
neuf  points;  et  ainsi  de  suite. 

On  trouvera  que  les  triangles   GiCjCj successivement 

obtenus  approchent  de  plus  en  plus  d'un  triangle  équilatéral; 
par  conséquent,  le  cercle  des  neuf  points  de  ABC  sera  non 
seulement  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  limite,  mais 
aussi  son  cercle  inscrit, 

La  question  a  été  traitée  dans  le  Lady's  and  Gentleman's 
Diary  (pour  18o7,  p.  87),  recueil  peu  connu,  même  en 
Angleterre. 

La  première  propriété  de  la  question  est  un  cas  particulier 
d'un  théorème  plus  général,  énoncé  dans  les  Annales  de  Ger- 
gonne,  tome  II,  p.  93  (181 1)  : 

«  Si,  à  un  triangle  quelconque  T,  on  en  circonscrit  un  autre, 
quelconque,  lui  aussi,  T';  qu'à  celui-ci,  on  en  circonscrive  un 
troisième  T",  ayant  ses  côtés  respectivement  parallèles  à  ceux  de 
T;  puis,  qu'on  circonscrive  à  T"  un  nouveau  triangle  T",  dont 
les  côtés  soient  respectivement  parallèles  à  ceux  de  T',  et  ainsi  de 
suite,  les  aires  des  triangles  T,  T',  T",  T'",...  lesquels  seront  sem- 
blables de  deux  en  deux,  formeront  une  progression  par  quotient.  » 

Ou  trouvera  une  démonstration  de  ce  théorème  par 
M.  Léon  Anne  dans  les  Nouvelles  Annales,  tome  III,  p.  27 
(1844). 

Nota.  — Solutions  diverses  par  MM.  Droz-Far.ny ;  L'Huillier,  répéti- 
teur au  lycée  de  Bar-le-Duc  et  Davidoglou. 


QUESTION  628 

Sfolutioti  par  A.  Droz-Farxy. 


On  donne,  sur  une  circonférence  :  i^  deux  points  A,  B  et  leurs 
symétriques  A',  B'  par  rapport  à  un  diamètre;  2^  une  droite  CD 
perpendiculaire  à  ce  diamètre.  On  joint  X  et  B  à  un  point  quel- 
conque M'  de  la  circonférence  ;  BM'  rencont?-e  CD  en  E  ;  AM 
rencontre  CD  en  G .  Démontrer  que  les  droites  B'G,  A'E  se  cou- 
pent sur  la  circonférence.  "(Alfred  Champion.) 


I 
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B'G  et  A'E  se  coupent  en  M  ;  considérons  l'hexagone 
AA'MB'BM'  dont  les  paires  de  côtés  opposés  se  coupent  AA' 
et  BB'  suivant  le  point  infini  de  CD  ;  A'M  et  BM'  en  E  ; 
MB'  et  M'H  eu  G,  Ces  points 
d'intersection  étant  en  ligne 
droite,  les  six  sommets  de 
l'hexagone  appartiennent  à 
une  même  conique  bien  définie 
par  les  cinq  points  A,  B,  A', 
B',  M'. 

Remarque.  —  On  peut  rem- 
placer la  circonférence  par 
uneconique  quelcon(iue,  AÂ', 
BB',  CD  par  trois  cordes  paral- 
lèles ou  par  trois  droites  concourantes. 

Autrement  (*),  —  B'G  coupe  la  circonférence  en  M. 
Tirons  A'M;  elle  coupe  BM'  en  un  point  E' ;  nous  allons 
montrer  que  E' se  confond  avec  E.  Le  quadrilatère  GM'ME' 
est  évidemment  inscriptible.  Alors  ÊGE'  =  MGE  —  MGE' 
=  MGE"-  MÂrÊ'  =  MGE  -  bFm  =  MGE  -  MGE. 

Ainsi   GE'  se  confond  avec  GE,    etc. 


QUESTION  629 

Solution,  par  M.  Davidoglou. 


Soit  BAC  un  triangle  isoscèle  (AB  =  AC)  ;  aux  points  BetC  on 
élève  aux  côtés  BA,  CA,  des  perpendiculairesqui  se  coupent  en  D. 
Soit  M  un  point  arbitrairement  choisi  sur  la  base   BG;  par  M, 
on  mène  des  parallèles  aux  côtés   AB,  AG  et  aux  droites  BD,  CD. 
On  forme    ainsi  deux  parallélogrammes    MAPQ ,  MDRS. 
Démontrer  : 

1°  Que  PQ,  RS  se  coupent  sur  BC; 

2°  Que  les  droites  AM,  RS,  d'une  part;  DM,  PQ,  d'autre  part, 
sont  rectangulaires.  (G.  L.) 


(*)  Cette  solution  est  de  M.  Davidoglou. 
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1°  Ou  a 


BA. 


SB 
DB 
RC 


de  même,  — — 


CB 


—  -p^->  de  sorte  que  les 

dîoites   QS  et  PR    sont 
parallèles   à    AD .    Les 
triangles  BQS,PMR  sont 
homothétiques,  etc.; 
SM  _BM_AP 
__  MRj^C  ~p¥' 
APM  :=.  SMR  =  B  -f-  G. 
Les  deux  triangles  SMR 
et  AMP  sont  semblables 
et,  comme  SM,  MR  sont, 
respectivement,  perpen- 
diculaires à  MP,  MQ,  il  en  est  de  même  de  SR  et  AM. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  L'Hlillif.r,  répétiteur  au  lycée  de  Bar- 
le-Duc,  Georges  Rodriguez  (*U  à  Bogota  (Colombie),  Droz-Farny  et  Goyens- 

M.  GoYENs  observe  que  la  première  partie  est  applicable  à  un  triangle 
quelconque. 

QUESTION  630 

Solution,  par  M.  L'Huillier. 


On  considère  une  circonférence  V  et  un  point  A,  fixe.  Soit  M 
un  point  mobile  sur  F;  la  tangente  en  M  rencontre  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  AM  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu 
géométrique.  (G.  L.) 

De  la  construction  proposée,  il  résulte  que  IM  =  lA.  Le 
lieu  cherché  est  donc  une  droite,  axe  radical  du  point  A  et 
de  la  circonférence  F.  Pour  construire  cette  droite,  il  suffit  de 
mener,  de  A,  les  tangentes  à  F  el  de  prendre  les  milieux  de 
ces  tangentes. 
Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Droz-Farxy,  Davidoglou,  Goyens. 

(*)  M.  Georges  Rodriguez  nous  a  également  adressé  une  très  bonne 
solution  de  la  question  568  (question  résolue  dans  le  dernier  numéro, 
p.  S02)  ;  celte  solution  nous  est  arrivée  trop  tard  pour  la  publier. 
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QUESTION  631 

l^olution,  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Autour  du  point  A,   on  fait  tourner  une  transversale  qui  coupe 
um  circonférence  T  aux  points  M  et  M';  soient  w,^ù'  les  centres 
des  circonférences  qui,  passant  par  A,  touclient  F,  respectivement 
aux  points   M,  M'. 
/"  Démontrer  que 

arckM  H-  arc  AM'  =  arc  MM'. 
2"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites   MM',  wo/; 

(G.  L.) 

P  Soient  S  et  S'  les  points  milieux  des  sécantes  AMetAM'. 
Les  droites   OM   et  OM'   coupent  respectivement  les  perpen- 


diculaires élevées  en    S  et  S'   sur   AM   aux  centres  cherches 
0)  et  w'.    Les  triangles    wMA,  OMM',  wM'A    étant  isosccles 
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semblables,  il  ce  résulte  immédiatement  que  la  figure  Aco'Ow 
est  uu  parallélogramme,  et  par  conséquent, 

Aco  =  OM'  +  co'M', 
d'où  la  relation 

arcAM  -  arcAM'  =  arc  MM'.         (*) 
Pour  un  point    A,    mis  à  l'intérieur   de   F,   on  aurait 

arcAM  +  arcAM'  =  arc  MM', 
2*>  Pour  démontrer  la  seconde  partie,  observons  que  coco' ren- 
contrant MM'   en  P  ,    on  a 

S'P  _  co'S'  _  AS' 
"SP  ~  "^  ~  AS  ' 
donc  (AS'PS)  =  -  1 . 

Mais  les  points   S   et  S'    décrivent  une  circonférence    V 
admettant,  avec   F,   le  point  A  comme  centre   de  similitude 

/  R         2\ 

( —  =  -  )»   P  décrit  donc  la  polaire  de  A  par  rapport  à  cette 
\R'       1/ 

circonférence,  c'est-à-dire  une  ligne  droite  perpendiculaire 
sur  AO. 
Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Davidoglou  et  L'Huillier. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


673.  —  On  donne  une  circonférence  de  cercle  C  et  deux 
points  a  et  6  sur  cette  courbe.  On  mène  les  droites  am,  bm 
qui  aboutissent  au  point  m  de  C.  On  décrit  une  circonférence 
de  cercle  tangente  à  C  et  à  ces  droites.  On  prend  la  corde  de 
contact  de  ce  cercle  et  de  ces  droites.  Démontrer  que  lorsque 
m  décrit  C  cette  corde  de  contact  reste  tangente  à  une  circon- 
férence de  cercle.  (Mannheim.) 

674.  —  Démontrer  que 

2  sin  a  -f-  sin  3a  —  sin  5a 

— —  :^  t""  a. 

2  cos  a  —  cos  3a  —  cos  57.         ^     ' 

(E.-N.  Barisien.) 

(*)  On  peut  toujours  écrire  la  relation  propose'e  sous  une  forme  unique; 
il  y  a  lieu  seulement,  ici,  comme  dans  toutes  les  relations  de  la  géométrie, 
d'afiecter  les  segments  considérés  d'un  signe.  Dans  le  cas  présent,  on  peut 
faire  cette  convention  que  arc  AM  représente  une  quantité  positive  quand 
le  mobile  allant  de  A  vers  M  se  meut  de  la  gauche  vers  la  droite  de 
l'observateur  placé  au  centre  de  l'arc,  perpendiculairement  à  son  plan. 
Avec  cette  convention,  la  relation  arc  AM  -+-  arc  AM'  =  arc  M'M  est  tou- 
jours vérifiée.  ''G.  L.) 
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675.  —  L'équation  du  4"  degré 

[b^z^  -  a'^Y  —  4ab{bz^  —  a){az  -  6;  =^  o 
est  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  second 
degré.  Des   racines  de   cette  équation,   deux  sont  toujours 
réelles;  les  deux  autres,  toujours  imaginaires. 

(E.-N.  Barisien.) 

676.  —  Trois  segments  de  droites,  AB,  A'B',  A"B",  sont 
situés  sur  un  mêoie  plan.  En  général,  il  existe  sur  le  plan  de 
la  figure  un  point  P  tel  que  les  trois  triangles  PAB,  PA'B', 
PA"B"  peuvent  être  projetés  sur  un  même  plan  suivant  trois 
triangles  directement  semblables.  (G.  Tarry.) 

677.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  des  sommets 
d'un  triangle  équilatéral  à  une  droite  quelconque  située  sur 
le  plan  de  la  figure  est  égale  à  trois  fois  le  carré  de  la  distance 
du  centre  de  gravité  du  triangle  à  cette  droite  augmenté 
d'une  quantité  constante. 

En  déduire  que  tous  les  triangles  équilatéraux,  situés  sur 
un  même  plan,  se  projettent  sur  un  plan  donné  suivant  des 
triangles  équibrocardiens.  (G.  Tarry.) 

678.  —  Étant  donnée  une  ellipse  E,  on  projette  le  centre 
0  de  E  en  P  et  Q  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  tracées 
en  un  point  M  de  E  :  on  prolonge  le  rayon  OM  de  MM'  =  OM. 

Montrer  que  les  quatre  droites  suivantes  : 

1°  La  polaire  du  point   P    par  rapport  à    E  ; 

2"  La  polaire  du  point  Q   par  rapport  à   E  ; 

3°  La  droite  menée  par  M'  parallèlement  à  la  tangente 
en   M; 

4°  La  parallèle  à  OM  menée  par  le  pôle  de  la  corde  nor- 
male en   M  ; 

Goncoureut  en  un  même  point.  (E,-N.  Barisien.) 

679.  —  On  donne,  dans  un  cercle  0,  deux  diamètres  rectan- 
gulaires AA'  et  BB',  et  un  point  P  sur  BB'  [B  entre  B'  et  Pj. 
Sur  B'P  comme  diamètre  on  décrit  un  demi-cercle  qui  coupe 
AA'  en  P'.  Par  P  et  P'  on  mène  des  parallèles  à  BA  qui  coupent 
la  tangente  en  A,  au  cercle,  respectivement  eu  P,  et  PJ. 
Soient  A  et  A'  les  parallèles  à  AA'  menées  respectivement 
par  Pi  et  Pi;  n  un  point  variable  de  A  et  enfin  E  le  point 
d'intersection  de  AD  avec  A'. 

Le  lieu  du  point  M  d'intersection  des  droites  P'II,  OE  est 
une  droite.  (Davidoglou.) 
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680.  —  Oa  considère,  dans  un  cercle  0,  un  diamètre  fixe 
AB.  Un  point  variable  M  parcourt  la  circonférence  de  ce 
cercle.  Soit  Mj  un  point  de  AB,  situé  entre  A  et  B  et  tel  que 
AMi  =  AM.  Si  Mj  est  Tisotomique  de  M^ ,  sur  AB,  la  perpen- 
diculaire au  milieu  u.  de  AM^  coupe  BM  en  P. 

Le  lieu  du  point  Q  d'intersection  de  PO  et  AM  est  un  cercle. 

(Davidoglou.) 

681.  —  Par  le  sommet  0,  d'un  rectangle  OABG,  on  mène 
une  droite  variable  A  qui  coupe  la  diagonale  AG  en  P  et  le 
côté  AB  en  Pj. 

Le  lieu  du  point  Q,  intersection  des  parallèles  à  AB  et  BG, 
menées  respectivement  par   P  et  P^ ,   est  une  hyperbole. 

(Davidoglou.) 

682.  —  Le  cercle  inscrit  co  dans  un  triangle  ABG  touche  les 
côtés  aux  points  Di,  D^,  D3.  Par  les  points  H^,  H^,  H,  où 
les  perpendiculaires  abaissées  de  l'orthocentre  H  sur  cdDj, 
wDg,  wDg  coupent  respectivement  wDi,  wDj,  wD.,  on  mène 
des  parallèles  H^Hi',  H2H2,  H3H3  à  Oco  (0  étant  le  centre  du 
cercle  circonscrit)  et  qui  rencontrent  les  médiatrices  corres- 
pondantes aux  points   B.[,  Ho,  H3. 

Les  perpendiculaires  menées,  par  ces  points,  à  ces  mêmes 
médiatrices,  concourent  en  un  même  point.       (Davidoglou.) 


ERRATUM  ET  RECTIFICATION 
Page  167,  1.  7  (en  remontant),  au  lieu  de  AC,  AB,    //  fnut  AB,  AC. 


La  question  551  n'a  pas  été  résolue  jusqu'ici  et  cette  solution,  comme 
Tauteur  nous  l'a  fait  savoir,  paraît  offrir  plus  de  difficulté  qu'il  ne  l'avait 
d'abord  supposé.  M.  Lemoine  nous  prie  d'en  prévenir  les  lecteurs  du 
Journal  pour  qu'ils  ne  perdent  pas  leur  temps  à  une  recherche  probable- 
ment pénible. 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS 
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SUR  LE  V0LI:ME  DU  SEGMENT  DE  SPHERE 

Par  M.  l^rnest  L.ebon,  professeur  au  lycée  Charlemagne. 


I 

Trouver  l-i  foniiulc  donnant  te  votumed'unseyiiienl  de  sphère  en 
fonction  de  sa  haulear  el  du  rai/oii  du  cercle  équidistant  de  ses  bases. 

"Sftient  A(J  ou  /•  et  BD  ou  r'  les 
rayons  des  cercles  hases  d'un  segment 
de  sphère  de  centre  0 ,  de  rayon  R, 
AB  ou  h  la  hauteur  du  segment, 
MN  ou  p  le  rayon  du  cercle  équi- 
distant  des  bases. 

On  sait  que  la  formule  donnant  le 
volume  V  du  segment  de  sphère  est 


{'') 


O  2 


Or,  on  a  successivement 


-=  R^  -  OA"^ 

3=   p2   +  ÔÏJ2   _   ÔÂ^ 

=  f  +  (OM  +  OA)  (OM  -  OA) 
''    ,0M-^)^ 

2/    2 


=   P'^   + 


De  même, 


On  en  conclut  que 


=  p«  +  OM./;-  —  . 

4 

/"»=Rî_^-       

=  p«  -<-  ÔM^  -  ÔB' 

=  f  -  (OB  +  OM)  (OB  -  OM) 

=.p._(2.0M^^^' 

=  d''  -  OM./i-  — 
4 


-h  r 


h^ 
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Remplaçant,  dans  la  formule  (1),  r^  +  r"^  par  cette  valeur, 
ou  obtient,  pour  la  formule  cherchée, 

(2)  ,:.,/,(,._^). 

II 

Comme  le  volume  d'un  segmeiit  de  sphère  ne  dépend  que 
de  sa  hauteur  et  thi  rayon  de  sa  section  moyenne,  on  peut 
dire  que 

Deux  plans  parallèles  à  un  cercle  commun  à  plusieurs  sphères 
et  équidistants  de  ce  cercle  déterminent  dans  les  sphères  qu'ils 
coupent  des  segments  équivalents  {*). 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

par  SI.  Droz-Faruy,  professeur  au  lycée  de  Porrentruy. 


Dans  Gasey  «  A  Sequel  to  Euclid  »,  Look  VI,  page  113,  on 
trouve  le  théorème  suivant  qui  mériterait  d'être  plus  connu  : 

La  différence  des  carrés  des  tangentes  que  Von  peut  mener  d'un 
point  à  deux  circonférences  données  est  égale  au  double  produit 
de  la  distance  du  point  à  l'axe  radical  des  deux  circonférences 
par  la  distance  de  leurs  centres. 

La  démonstration  en  est  très  aisée;  ce  théorème  fournit 
comme  corollaires  la  plupart  des  théorèmes  cités  par  Chasles 
dans  le  chapitre  sur  les  axes  radicaux.  (Géométrie  supérieure.) 

Supposons  le  point  P  sur  une  des  circonférences,  la  tan- 
gente correspondante  deviendra  nulle,  d'où  : 

Corollaire  1.  — Le  carré  de  la  tangente  que  l'on  peut 
mener  d'un  point  d'une  circonférence  à  une  seconde  circon- 
férence est  égal  au  double  produit  de  la  distance  de  ce  point 
à  l'axe  radical  par  la  distance  des  deux  centres. 

Supposons  trois  cercles  0,  0',  0"  appartenant  à  un  même 
faisceau,    P   un  point  quelconque  pris  sur    0   et    X   la  dis- 

(*)  Il  existe  une  autre  tormule  du  même  genre  dite  Formule  prismoidale 
à  deux  termes,  c'est  la  formule  de  Kinkelin,  donnée  par  ce  géomètre  dans 
le  tome  XXXIX  des  Grunerfi;  Archiv,  {Voit  Vlntermédiaire  des  Matltêmati- 
ciens;  n"  d'oclobre  1895,  p.  388.)  G.  L. 


JOURNAL   DE  MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  243 

lance  de   P   à  l'axe  radical  commun.  Ou  aura 

r'  =  2X.OO' 

T"^=  2X.OO" 

,.  .  .  T'^       00' 

par  division  =:-  —  -— — 

f  r^,a       00" 

Corollaire  2.  —  Les  tangentes  que  l'on  peut  mener  d'un 
point  quelconque  d'une  circonférence  à  deux  circonférences 
appartenant  avec  la  première  à  un  même  faisceau  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  donné. 

La  réciproque  est  évidemment  valable. 

Corollaire  3.  —  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener 
à  deux  circonférences  des  tangentes  qui  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  donné  est  une  circonférences  passant  par  les  points 
de  coupe  des  deux  circonférences  données. 

(Applicationau  cercle  do  similitude  de  deux  circonférences.) 

Supposons  que  le  cercle  du  corollaire  1,  auquel  ou  mène 
la  tangente  devienne  un  cercle  point,  on  obtient  : 

Corollaire  4.  —  Un  point  et  une  circonférence  sont 
donnés;  le  carré  de  la  droite  menée  du  point  0'  à  un  point 
quelconque  de  la  circonférence  0  est  à  la  distance  de  P  à 
l'axe  radical  de   0'  et  0   dans  un  rapport  donné. 

On  a  -— -  =  200'. 

jL 

Ce  corollaire  fournit  une  solution  immédiate  du  problème 
G32  (*),  proposé  par  M.  de  Longchamps. 

On  considère  une  circonférence  F  et  uu  point  A  .  Démon- 
trer que,  à  ce  point   A,   correspond  une  droite   -x   telle  que 

ÛÎÂ^  ,.    ,,  . 

le  rapport  -r^r— -  reste  constant,   M   désignant  uu  point  quel- 
conque de   r ,   MH  étant  la  distance  de   M  à  la  droite    a  . 

Le  cercle  F  et  le  point  H,  celui-ci  considéré  comme  un 
des  points  limites,  déterminent  un  faisceau  de  cercles;  l'axe 
radical  sera  la  droite   a   cherchée. 

Le  corollaire  2  donnerait  lieu  aussi  à  uneremar  que  analogue, 
eu  supposant  qu'un  des  deux  cercles  devienne  un  des  points 
limites. 

(*)  Résolu  page  257. 
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Si  les  deux  cercles  coïncident  avec  les  points  limites,  on 
obtient  le  théorème  d'Apollonius. 

Pour  terminer,  je  vais  appliquer  le  théorème  qui  fait  l'objet 
de  cette  note  à  la  résolution  de  la  question  de  mathématiques 
élémentaires  proposée  au  concours  d'agrégation  de  1893. 
J'obtiendrai  ainsi  une  solution  beaucoup  plus  simple  que 
toutes  celles  qui  ont  été  publiées. 

Étant  donnés  deux  cercles  G  et  Cj  qui  ont  même  centre  A 
et  un  troisième  cercle  S  dont  le  centre  est  0,  on  considère 
les  cercles  ^  orthogonaux  à  G  et  tels  que  l'axe  radical  de 
chacun  d'eus  et  du  cercle   S  touche  le  cercle   S^. 

1°  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  ^  est  un 
cercle   S, . 

(Pour  abréger  le  langage,  nous  dirons  que  S,  correspond 
au  cercle   S.) 

2°  On  suppose  que  les  deux  cercles  G  et  G,  sont  confondus 
et  l'on  propose  d'étudier  dans  cette  hypothèse  la  position 
relative  des  cercles   S  et  S,   quand  on  fait  varier  le  rayon  du 

cercle  S ,  le  cercle  G 
et  le  centre  0  du  cercle 
S   restant  fixes. 

Soient  x  et  y  les 
points  d'intersection  des 
circonférences  Z  et  S, 
M  le  centre  de  2,  X  le 
rayon  de  S  et  R  et  R' 
les  rayons  des  cercles 
G  et  G';  appelons  enfin 
AS  et  AS  les  tangentes 
menées  de  A  aux  cir- 
conférences S  et  S;  la 
distance  de  A  à  l'axe 
radical   xy  étant  K',  on  a  immédiatement 

±  (AS'  -  AS')  =  2R'.M0, 


d'oU 


MO  = 


2R' 


constante; 


le  lieu  du  centre  de  2  est  un  cercle  S'  concentrique  à   S. 
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En  représentant  la  distance  AO  par  cl,  on  a 

Uu  cas  intéressant  est  le  suivant  : 

Supposons  R  —  o.  alors  que  le  cercle  ^  passe  par  A  ; 
supposons  en  outre  que  les  cercles  C  et  S  soient  orthogo- 
naux, on  aura 

il;'  -  X'  =  W-, 
et  par  conséquent,  la  Ibrinule  précédente  devient 

2R  2 

Théorème.  —  Deux  circonférences  orlhoyonales  de  centre-'^ 
(Jet  0',  (le  /-ai/on-s  R  et  R',  .sont  données  ;  une  tangente  quelconque 
à  0  coupe  0'  en  x  et  y.  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  la  cir- 
conférence circonscrite  au  triangle    Oxy    est   une  circonférence 

concentrique  à   0'  et  de  rayon  — • 

Si  les  cercles   C  et  C  sont  confondus,  la  formule  devient 

f/^  -  ^'  -  R' 
MO^:.    ^^-- 

Cette  formule  donne  lieu  à  une  discussion  très  facile. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  il.  .ViiK'.  Boulin. 


409.  —  Vérifier  les  identités  : 


(47«)  !        (4*1)  !       (4/i  -  2):  2:       (4/1  -  4-!  4 


-r  -t- 


{■in  -+-   2)  !  (i/J  —   2)  1  (27lj  1  (2/t)  1  ' 

o4rt-2  !  I  I 


(  yn)  !       (4u  -  I  )  '.  I  !       {yi  -  3j  !  3  I       Un  -  3)  !  3  ! 

I 

(2/1  -t-  I  )  !  [2n.  -h    1)1 
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2^"  I  I  I 


(472  +  2)  !  "~  (4/t  H-  2)  !       (4;i)  !  2  !       (4/1  -  2)  !  4  ! 

I 


+ 


{271  +   2)!  (2/l)!  ' 
I 


(4n  +  2)!       (4M  +  i)!i!      (471-1)!  3!      (477- 3j!  5!      ' 

I 
2 


{2n  -f-  i)  !  (271  4-   i)  !  ' 
II  II 

;  +  -7^ ^. +...-H: rr^,+ 


(271—1)!     (2n— i)!     2!(2n— 3)!      '      (27i— 4)!3!     (271— 2)!  il 
±1  i  I 


I.3.5.7...(2?l+l)       (27i+l).2.4.6...(277)       (  271— I  )2.4.6...(2n— 2).  2 
I  I 


(2  71— 3)  2. 4. 6...  (271  — 4).  2. 4       (271- 5)2. 4. 6... (271- 6).  2. 4. 6 

I  I 


3.2.  2.4.6  ..  .(271— 2)        2.4.6..,   (277) 

410.  —  Vérifier  V identité: 


■71  I  I 

-  ~  2  ai'C  ta arc  la- 

4  ^2  -^7 


411.  —  Si  on  pose 
X  + 
vérifier  que  l'on  a  : 


I  I 

X  +   -  =  Zt  =  Z,  X"  +   —  =  z„, 

X  x" 


„                                   nz„^i  —  (n  +  1  )z„  4- 
z^  +  2Z2  +  3Z3  -i-  ...  +  nz„  = 


z  —  2 

412.  —  Dans  quels  cas,  si,  à  un  carré,  on  ajoute  l'entier  n,   la 
somme  est-elle  un  triangulaire? 

L'équation  indéterminée 

xix  -\-  \\ 

^ -  y»  +  n, 

peut  être  résolue  en  nombres  entiers  pour  les  valeurs  suivantes  de  n  . 
1.2  1^.5.6.9.10. 11.12.14.13.17.19.20.24  ... 
Quand  elle  a  une  solution,  elle  en  a  une  infinité. 

Les  valeurs  de    n   pour  lesquelles  la  même  équation  n'est  pas  réso- 
luble sont  : 

4. 7. 8.  i3. 16. 18. 22. 2  3. 25. 2Ô. 31.3."^  ... 
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Eq  général,  le  problème  est  impossible  lorsque  8/1+  i,  étant  décom- 
posé en  ses  facteurs  premiers,  un  ou  plusieurs  de  ces  facteurs  sont  de  la 
forme  8A;  ±:  3,   avec  un  exposant  impair. 

413.  —  Dans  quels  cas,  si,  à  un  triangulaire,  on  ajoute  l'entier  d  , 
la  somme  est-elle  un  cai^ré? 

Quand  le  problème  est  possible,  il  admet,  comme  le  précédent,  une  inti- 
nité  de  solutions.  Il  n'y  a  aucune  solution  pour  les  valeurs  suivantes  de  n  : 

2. 5. 7. II. 12. 14. 17. 18. 20. 2 3. 27. 29. Si.l-! 2. 37  ... 
et,  en  général,  pour  toutes  les  valeurs  de   n  telles  que  8/1  —  i    étant 
décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  un  ou  plusieurs  de  ces  facteurs 
sont  de  la  forme   8/»  ±:  3,   affectés  d'un  exposant  impair. 


CORRESPONDANCE 

(i^oliition  de  la  question  G16.) 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  G.  Tarry: 

...  La  proposition  616  (*)  est  des  plus  simples  à  établir. 

La  première  partie  est  évidente. 

La  réciproque  repose  sur  ce  lemme: 

Si  deux  figures  F,  F'  inversement  (ou  symétriquement) 
égales,  ont  un  point  double  0,  elles  sont  symétriques  par 
rapporta  une  droite  qui  passe  par  le  point  double. 

En  effet,  soient  A,  A'  deux  points  homologues. 

Construisons  la  ligure  'F^  symétrique  de  la  figure  F,  par 
rapport  à  la  bissectrice   Ox  de  l'angle   AOA'. 

Les  points  0,  A'  de  la  figure  Fj  ont  pour  homologues  les 
points  0,  A  dans  la  figure  F,  et  par  suite,  les  points  0  et  A' 
dans  la  figure  F';  donc  les  figures  égales  F,  et  F',  qui  ont 
deux  points  doubles,  0  et  A',  se  confondent,  ce  qui  démontre 
le  lemme. 

Gela  posé,  soient  Fj,  F.^,  F3  trois  figures  directement 
égales;  Sj,  Sj,  S3  les  centres  de  rotation  (ou  points  doubles) 
de    F,  ctFg,  F3etF,,F,  et  F,. 

Appelons  Fq  la  figure  symétrique  de  F,,  par  rapport  à  la 
droite  828^. 

Les  figures  inversement  égales    Fq  et  F3    ont  pour  point 

(*)  Nous  n'avons  pas  reçu  de  solution  pour  la  f(uc.sliou  (JIG  posée  par 
M.  Tarry  [Jo'o-nnl,  p.  71). 
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(ioiiLlc  S„  et  sont  par  couséquenl  symélriques  par  rapport  à 
iiDC  droite    S^œ. 

Pareillement  les  ligures  ¥„  et  F.^  sout  symétriques  par 
rapport  à  une  droite  S3//. 

Le  point  d'intersection  des  droites  S^x  et  83^,  étant  évi- 
demment un  point  double  des  figures  F^  et  P'^,  n'est  autre 
que   S|. 

Donc  la  figure  Fo  est  symétrique  aux  figures  Fj ,  Fj,  F3 
par  rapport  aux  droites  S0S3,  S3S1 ,  S^S^.  c.  q.  f.  d. 

Gomme  vous  l'aviez  bien  prévu,  l'iutérèt  de  la  question 
réside  dans  la  méthode  qui  est  indi(|uée;  c'est  la  plus  naturelle 
et  la  plus  simple. 

Des  considérations  aussi  simples  et  aussi  naturelles  con- 
duisent à  la  loi  du  mouvement  hélicoïdal. 

...  Les  propriétés  du  carré  magique  de  3,  parues  dans  le  n" 
de  mars  (incomplètement  présentées  d'ailleurs;,  peuvent  être 
étendues  considérablement. 

La  généralisation  de  ces  propriétés  m'a  permis  de  construire 
des  carrés  magiques  d'une  espèce  particulière,  que  j'appelle 
cabalistiques. 

Tout  carré  dont  le  module  est  un  nombre  carré  impair 
quelconque  n-  peut  être  construit  de  telle  manière  que  le 
carré  soit  magique  aux  deux  premiers  degrés. 

Les  deux  constantes  se  trouvent  non  seulement  dans  les  n- 
rangées  horizontales,  les  n"^  colonnes  verticales,  211  ligues 
diagonales,  mais  encore  dans  les  n-  cnrrés  mineurs  de  module 
11  dans  lesquels  est  décomposé  le  carré  de  module  n^. 

De  plus,  si  le  nombre  impair  n  ne  renferme  ni  le  facteur  3, 
ni  le  facteur  5,  les  n-  carrés  mineurs  sout  diaboliques. 

Le  plus  petit  carré  jouissant  de  ces  propriétés  a  pour 
nudulc  7^  —  49. 

Je  viiMis  de  construire  le  carré  c;ibalistique  de  module  49  et 
je  couifilo  le  préscuter  au  Congres  de  Bordeaux  (*). 

(•)  Cette  Noie,  depuis  que  la  lettre  que  M.  Tarry  nous  a  écrile,  a  été 
présentée  au  Congrès  de  Bordeaux,  sous  le  titre  Sur  la  théorie  des  carrés 
magiques  à  plusieurs  degrvs,  dans  la  séance  du  6  août  dernier. 

Cette  Note  est  accompagnée  du  cun-é  cabalistique  de  module  40.  le  plus 
petit  des  carrés  de  l'espèco  qui  a  tous  ses  carres  mineurs  diaboliques. 
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Je  sentais  bien  que  dans  cette  petite  propriété  du  carré 
magique  de  3  il  y  avait  en  germe  un  théorème  sur  les  carrés 
magiques  à  plusieurs  degrés. 
Alger;  juillet  1895. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Bernés. 

Voici  quelques  remarques  inspirées  par  les  derniers  numéros 
du  /.  É. 


1°  La  démonstration  de  la  relation 


^i^^-'^)    t_. 


tg  -  (B  +  C) 


doniiée  par  M.  Braud  dans  le  numéro  de  juillet,  est  fort  bonne. 

Elle  peut  être  présentée  et  établie  plus  simplement  comme  il 

suit: 

Sur  AG   portons  AD   et  AE   égaux  à    AB,   et   soit  F    la 

rencontre  de    BE    et  de  la  parallèle  menée  par    C    à    BI). 

A  I 

L'angle  FCE,  complémentaire  de  E  ou  — >  est  égal  ù  -(B^+G). 

et  l'auglo  FCB   est  égal  à  -  (B  +  G)  -  G  ou  -  (B  -  G). 


Ona  doncFB.=  FG.tg-(B-G)   E 


FE  =  FG.tg-  (B  -f-G). 

ru  r      ^^     ^^  1 

Et  la  proportion-— ^=-—  donne 

JbE     GE 


tg-(B-G) 


b-c 


tg-(B4-G) 

Remarque.  —  Les  triangles  BDG,  BEG  donnent  les  formules 
utiles  : 


sin-  (B  -  C) 

Â        ^ 
eus  — 


cos-  (B  -  G) 


siu 
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La  dernière,  qu'on  trouve  dans  toutes  les  trigonométries, 
est  la  question^COT  (E.-N.  Barisien). 

2)' 


2°  La  relation  10»  =  R»  -  2R/-  ou  lA.ID  =-  2Br,  dont 
le  numéro  de  septembre  contient  une  démonstration,  résulte 
plus  simplement  de  la  similitude  des  deux  triangles  rectangles 
AIQ,  D'DG;  où  D'D  est  le  diamètre  perpendiculaire  à  BU, 
el  Q  la  projection  de  I  sur  AC. 

Elle  peut  être  généralisée  :  Si  su?'  une  corde  quelconque  AD, 
tracée  par  k,  on  porte  DM  ==  DG,  on  aura  MO*  ==  R^  :;:  2R.MQ 
selon  le  sens  DM  et  celui  de  IQ. 

D'oïl  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  points  M  définis  conune  il  vient  d'être  dit  e^t  formé 
de  deux  cercles,  l'un  décrit  sur  IIb  et  l'autre  sur  IJ^  comme 
diamètres. 

Et  encore  :  Si  sur  une  cojxle  quelconque   AD  tracée  par  A  on 

DM       MP 

porte  DM  tel  que  =—  —  -r^—-  (P,  Q  projection  de  M  sur  BC,  AC), 

on  aura  MO»  ==  R»  q:  2RMP    selon  les  sens  de  DM,  MP,  MQ. 

D'où  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  jjoints  M  définis  comme  il  vient  d'être  dit  est  formé 
de  deux  cercles,  l'un  décrit  sur  11^  et  l'autre  sur  ]J.c  comme 
diamètres. 

La  recherche  directe  de  chacon  de  ces  lieux  donne  une 
équation  du  quatrième  degré  qu'on  peut  s'exercer  à  décom- 
poser. 
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Leçons  de  cosmographie,  par  MM.  Tisserand,  membre  de  l'Institut, 
directeur  deTObseivaloire  de  Paris  et  II.  Andoykr  (*),  maître  de  coufé- 
rences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Leçons  d'arithmétique  théorique  et  pratique  par  Jules  Tannery,  sous- 
directeur  des  études  scientifiques  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Ces  deux  volumes  qui  viennent  de  paraître  à  la  librairie  Colin,  5,  rue 
de  Mézières,  font  partie  d'un  cours  complet  de  mathématiques  élémen- 
taires qui  se  publie  sous  la  direction  de  M.  Darboux,  doyen  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris. 

Des  livres,  signés  de  tels  noms,  se  recommandent  d'eux-mêmes  ;  nous 
ne  saurions  les  louer  sans  inconséquence  et  notre  rôle  doit  se  borner  à 
signaler  leur  apparition  aux  lecteurs  du  Journal. 

On  a  souvent  discuté  sur  ce  point,  qui  n'est  pas  sans  intérêt.  «  Est-il  pré- 
férable qu'un  livre  pédagogique,  traitant  de  sujets  élémentaires,  un  livre 
visant  l'mstruction  des  débutants,  soit  écrit  par  l'homme  qui  est  chargé  de 
celte  instruction,  parle  professeurde  laclasse?  Vaut-il  mieux,  au  contraire, 
qu'il  sorte  de  la  plume  d'un  savant,  au  sens  le  plus  élevé  du  mot,  d'un 
homme  habitué  à  fréquenter  la  science  dans  ses  plus  hautes  conceptions, 
mais  n'ayant  pas  professé,  depuis  longtemps  au  moins,  devant  la  jeunesse 
à  laquelle  le  livre  est  destiné,  les  matières  qui  composent  son  ouvrage?  » 
C'est  le  cas,  je  crois,  des  auteurs  du  cours  de  Mathématiques  élé- 
mentaires; de  M.  Tisserand  notamment,  qui,  avant  d'écrire  ce  modeste 
livre,  a  publié  une  Mécanique  céleste,  œuvre  magistrale,  dans  laquelle  il  a 
su  joindre,  à  l'érudition  la  plus  complète  du  sujet  qu'il  traitait,  beaucoup 
d'ordre  et  une  grande  clarté  d'exposition,  mais  qui  n'a  cessé,  depuis  sa 
sortie  de  l'École  Normale,  d'appartenir  à  l'enseignement  supérieur.  Dans 
cette  controverse  il  y  a  beaucoup  à  dire,  pour  défendre  l'une  ou  l'autre 
opinion  et,  certes,  dans  cette  controverse,  les  arguments  ne  font  pas  défaut 
pour  conclure,  avec  toute  l'apparence  de  la  vérité,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  Au  fond  les  uns  et  les  autres  ont  également  raison.  En  principe, 
l'homme  qui  est  rompu  aux  besoins  de  l'enseignement,  placé  par  métier  au 
milieu  de  la  jeunesse,  paraît  a  priori  mieux  désigné  pour  rédiger,  dans 

(*)  Puisque  le  nom  de  M.  Andoyer  tombe  ici  sous  notre  plume,  nous 
signalerons  à  l'attention  des  professeurs  et  à  celle  des  élèves  qui  com- 
mencent l'élude  théorique  de  l'arithmétique  le  Cour^  d'arilhinéllquc  qu'il 
vient  de  publier  à  la  librairie  Belin.  Ce  petit  livre,  que  nous  avons  lu 
avec  un  intérêt  particulier,  bien  qu'il  n'ait  pas  été  soumis  à  notre  analyse, 
est  rédigé  avec  une  clarté  parfaite,  une  méthode  et  un  ordre  remarquables. 
Je  ne  saurais  trop  louer  l'auteur  d'avoir  résolument  adopté  l'usage  systé- 
matique des  lettres  pour  représenter  les  nombres.  Il  a  voulu,  et  avec 
raison,  battre  en  brèche  un  vieux  préjugé  qui  ne  tardera  pas,  je  l'espère, 
à  disparaître  et  cette  écriture  symbolique  évitera  à  nos  futurs  jeunes  éco- 
liers bien  des  ennuis  qui  n'ont  pas  été,  hélas  !  suflBsamment  épargnés  à 
leurs  anciens. 
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l'esprit  qui  convientaux  élèves, esprit  qu'il  est,  par  sa  situation,  plus  à  même 
déjuger,  l'ouvraece  qui  leur  est  destiné.  Mais  rien  n'empêche  pourtant  que 
ce  même  ouvrage  ne  soit  tout  aussi  bien  composé  par  des  maîtres  de  la 
science,  bien  qu'ils  vivent  loin  des  lecteurs  auxquels  ils  s'adressent,  et  que 
le  livre  ainsi  composé  ne  possède,  par  surcroit,  ce  souffle  vivifiant  qui  des- 
cend de  lui-même  des  sommets  de  la  science  et  donne  aux  livres  dans 
lesquels  il  circule  une  valeur  particulière.  Il  est  permis  de  croire  que  le 
souffle  dont  nous  parlons,  eu  pénétrant  Tàme  de  nos  élèves,  eslsingulière- 
mentpropreàles  rendre  meilleurs,  en  leur  inspirant,  avec  l'idée,  encore  bien 
confuse  chez  eux,  de  la  science  et  de  l'amour  qu'on  lui  doit,  la  raison 
supérieure  des  choses.  Si  nous  nous  étions  jamais  permis  d'en  douter,  les 
deux  livres  que  nous  venons  de  lire  et,  aussi,  celui  que  nous  signalons  dans 
la  note  placée  au  bas  de  la  page  précédente,  nous  auraient  clairement  montré 
notre  erreur.  G.  L. 

Traité  d'Aritmétique ,  par  C.  A.  Laisant  et  E.  Leuoine,  Directeurs 
de  V Intermédiaire  des  malématiciens  ;  suivi  de  Notes  sur  l'ortografie 
simplifiée,  par  P.  Malvezin,  Directeur  de  la  Sociélé  filologique  fran- 
çaise. (Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  55,  quai  des  Grands-Augustins.) 

La  préface  de  l'ouvrage  que  nos  amis  MM.  Laisantet  Lemoiue  viennent 
défaire  paraître  dit  nettement  à  quelle  idée  principale  ils  ont  obéi  en  écri- 
vant ce  traité  d'arithmétique. 

«  Le  petit  traité  qu'on  va  lire,  dit  la  préface,  a  la  prétension  de  présenter, 
sous  uue  forme  à  la  fois  simple  et  rigoureuse,  les  cléments  du  calcul 
numérique  et  de  la  théorie  des  nombres.  Nous  sommes  convaincus, 
contrairement  à  l'opinion  généralement  reçue,  qu'il  n'est  pas  impossible 
de  raisoner  juste  en  enseignant  les  principes  des  sciences  et  qu'il  vaut 
toujours  mieux  dire  aux  enfants  les  raisons  exactes  des  choses,  que  de 
leur  cacher  ou  de  leur  dissimuler  ce  qu'on  est  convenu  d'appeler  des 
dificultés.  Gesdificultés,  d'ailleurs,  sont  plus  aparenles  que  rcèles  etèles 
n'out  existé,  la  plupart  du  temps,  que  parce  que  les  persones  chargées  d'en- 
seigner l'aritmétique  n'ont  pas  toujours  été  bien  préparées  à  cet  ensei- 
gnement par  une  élude  sufisamment  aprofondie  da  la  fîlosofie  de  la 
science  » 

MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  formulé  là  un  excellent  programme, 
mais,  je  crois  que  tout  le  monde  partage,  sur  ce  point,  leur  opinion. 
Pourtant,  qu'ils  me  permettent  de  le  dire,  ils  me 'paraissent  bien  sévères 
dans  lejugement  qu'ils  portent  ainsi  sur  les  professeurs  chargés  de  l'ensei- 
gnement de  l'arithmétique.  J'espère  qu'ils  ne  m'en  voudront  pas  de  prendre 
la  défense  de  ceux-ci  contre  le  reproche  qu'ils  leur  adressent  et  qui 
me  paraît  immérité.  Peut-èlre  ce  reproche  a-l-il  eu  autrefois  quelque  ra'son 
d"être,  mais,  aujourd'hui,  je  puis  le  leur  affirmer,  il  n'est  nullement  justifié.  Il 
3'  a  longtemps,  par  exemple,  qu'on  a  abandonné  cette  définition  de  la  multi- 
plication qu'ils  citent  dans  leur  préface  et  qu'on  enseigne  celle,  parfaitement 
nette,  qu'ils  ont  eux-mêmes  adoptée  (  *  ).  Q  uant  à  la  définition  du  nombre  (*  *  ), 

(*)  Dans  l'arithmétique  de  M.  Andoyer,  signalée  plus  haut,  je  lia  :  multi- 
plier un  nombre  a  par  un  nombre  b,  c'est  additionner  h  7iombres  égaux  à  a. 
Il  me  semble  qu'on  ne  ['Cut  mieux  dire,  en  moins  de  mots,  pour  définir  la 
multiplication  dos  nombres  entiers. 

(**)  On  appelle  nombue  une  locution  et  un  signe  qui  serve» l  à  désigner  avec 
précision  une  quantité  et  toutes  celles  qui  sont  égales,  de  manière  à  les  dUtinguer 
nettement  de  toutes  celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites. 
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définition  quelque  peu  métaphysique,  reposant  sur  l'idc'e  première  qui 
correspond  au  mot  quanlité,  et  sur  les  notions  des  quantités  égales  ou  iné- 
gales, je  me  suis  demandé  s'il  n'était  pas  préférable,  contrairement  à  ce 
que  pensent  MM.  Laisaut  et  Lemoine,  de  se  borner,  sur  ce  point  délicat, 
à  la  bonne  et  vieille  habitude  de  renseignement.  Croient-ils  que  le 
très  jeune  étudiant  qui  abor  le  l'étude  de  l'arithmétique  théorique,  celle 
où  l'on  ne  se  borne  plus  à  la  manipulation  des  opérations,  mais  où  l'on 
s'efforce  d'expliquer  nettement  les  choses  et  les  mots,  croient-ils  vraiment 
que  cetenfant  comprendra  clairement  celte  définition  du  nombre?  N'est- 
il  pas  plus  sage  d'élever,  peu  à  peu,  l'esprit  à  l'idée  générale  des  gran- 
deurs en  procédant,  comme  on  le  fait  ordinairement,  par  lui  inculquer 
l'idée  du  nombre  entier,  puis  celle  du  nombre  fractionnaire  pour  aboutir 
enfin  à  la  notion  du  nombre  incommensurable? 

Je  tenais  à  dire  ce  qui  précède;  mais,  ces  réserves  faites,  je  reconnais 
que  le  traité  d'arithmétique  de  MM.  Laisant  et  Lemoine  est  un  livre  qui 
appelle  l'attention  et  qui  sera  lu  avec  d'autant  plus  d'intérêt  qu'il  sort  très 
sensiblement  du  moule  ordinaire,  je  veux  dire  du  moule  universitaire;  il 
est  suggestif.  Je  dois  ajouter  que  sa  rédaction  est  parfaite  et  qu'il  est 
admirablement  imprimé. 

Commet  c  prouvent  le  titre  et  la  citation  que  nous  avons  reproduits  plus 
haut,  ce  traité  est  écrit  avec  ce  qu'on  api)elle  la  nouvelle  orthographe. 
Cette  réforme,  je  le  sais,  a  dans  MM.  Laisant  et  Lemoine  de  chauds  partisans. 
Pour  moi,  très  incompétent  d'ailleurs  eu  la  matière,  je  n'attache  pas,  s'il 
faut  dire  ici  mon  avis,  grand  intérêt  à  la  chose;  mais  il  m'a  toujours  semblé 
que  la  réforme,  telle  qu'elle  était  proposée,  ne  retranchait  qu'un  très  petit 
nombre  des  difficultés  inhérentes  à  notre  orthographe  et  je  crois  qu'il 
valait  mieux,  soit  laisser  les  choses  en  l'état,  soit  proposer  la  révolution 
complète,  celle  qui  vraiment  simplifiera  nos  règles  d'orthographe,  en 
édictant  des  lois  nouvelles,  tranchant  vigoureusement  et  définitivement 
dans  le  vif(*). 

Pour  compléter  ce  bulletin  bibliographique,  un  peu  chargé  naturelle- 
ment au  début  d'une  année  scolaire,  nous  avons  encore  à  signaler  à  l'atten- 
tion de  nos  lecteurs  plusieurs  publications  éditées  par  la  société  d'éditions 
scientifiques,  i,  rue  Antoine-Dubois. 

D'abord  les  Leçons  complénientaires  d'Algèbre  et  notions  de 
Géométrie  analytique,  à  l'usigc  des  candidats  à  l'école  spéciale  mili- 
taire de  Saint-Gyr,  par  M.  A.  Tournois,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale 
supérieure,  professeur  agrégé  de  mathématiques  au  lycée  Lakanal  (Cours 
de  Saint-Gyr). 

Dans  cet  ouvrage  sont  développées  les  parties  du  cours  de  mathématiques 
spéciales  qui  ont  été  introduites,  il  y  a  quelques  années,  à  tort,  je  crois, 
dans  le  programme  des  examens  de  Saiut-Cyr.  Un  pareil  livre  ne  l'Cut 
évidemment  comporter,  de  la  part  de  celui  qui  l'écrit,  qu'une  part  très 
faible  d'originalité.  Il  doit  s'efforcer  d'être  clair  et  s'imposer,  comme  une 
règle  inflexible,  de  rester  scrupuleusement  dans  les  limites  du  programme 
qu'il  développe.  Il  m'a  semblé  que  ces  deux  conditions  essentielles  s'appli- 
quaient bien  au  livre  de  M.  Tournois.  Je  me  permets  de  lui  signaler,  quand 
il  corrigera  les  épreuves  de  la  deuxième  édition,  de  trop  nombreuses 

(*)  J'ai  communiqué  à  M.  Lemoine  les  observations  qui  précèdent;  il  y 
a  répondu  dans  une  lettre  qui  sera  publiée  dans  le  numéro  prochain. 
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fautes  typographiques,  en  dehors  de  celles  qui  sont  indiqués  en  dernière 
page.  Qu'il  relise,  par  exemple,  la  seconde  moitié  de  la  page  15  et  celle 
de  la  page  45  et  il  sera  certainement  de  mon  avis. 

Enfin,  je  dois  encore  signaler,  à  celte  même  librairie,  les  Manuels  du 
baccalauréat  écrits  par  M.  L.  Gérard,  docteur  es  sciences,  professeur  au 
lycée  de  Lyon. 

Ces  manuels  visent  la  préparation  aux  baccalauréats  de  l'enseignement 
secondaire:  le  baccalauréat  classique  {['■'  partie,  2°  partie,  2»  série)  et  le 
baccalauréat  inodeme  (l'e  partie,  2"^  partie,  2'  et  3=  sériesl. 

Ils  sont  rédigés,  comme  nous  l'apprend  le  prospectus  qui  les  accom- 
pagne, par  les  meilleurs  professeurs  des  lycées  de  Paris  et  des  départe- 
ments. Leur  succès  ne  saurait  donc  être  douteux. 

Il  y  a  longtemps  qu'on  a  dit  du  mal  des  manuels;  mais  ils  ont  la  vie 
dure,  probablement  parce  qu'ils  répondent  à  un  véritable  besoin  dans  la 
préparation  des  examens,  et  plus  particulièrement  peut-être,  pour  des 
raisons  inutiles  à  approfondir,  dans  celle  des  baccalauréats,  qu'ils  soient 
classiques  ou  modernes,  d'une  !■■'  partie  ou  d'une  2-  partie,  d'une  série, 
ou  d'une  autre.  Ecrire  un  bon  manuel  n'est  pas  une  chose  aussi  facile 
qu'on  serait  tenté  de  le  croire.  Il  y  faut  beaucoup  d'ordre;  il  faut  surtout 
posséder  à  fond  l'art  d'éliminer  toutes  les  choses  qui  ne  visent  pas  directe- 
ment l'examen,  aux  exigences  duquel  le  manuel  se  propose  de  répondre. 

Deux  volumes,  à  notre  connaissance,  ont  paru  jusqu'ici  :  la GéomeV/ie  et 
la  Trigonométrie.  Il  y  a  beaucoup  de  choses  dans  ces  deux  volumes,  bien 
qu'ils  soient  de  petites  dimensions,  comme  il  convient  à  tout  bon  manuel, 
qui  doit  tenir  facilement  dans  la  main,  et  môme  dans  la  poche  du  candi- 
dat. Je  signalerai,  comme  m'ayant  particulièrement  frappé,  la  démonstra- 
tion du  théorème  de  Pythagore,  que  j'ai  lue  dans  le  premier;  elle  m'a 
beaucoup  plu  par  sa  simplicité.  Mais  je  ne  sais  pas  si  la  définition,  donnée 
dans  ce  livre,  ûe  la  longueur  d'un  arc  de  cercle,  définition  qui  repose  sur 
un  axiome  discutable,  sera  bien  goiitée.  G.  L. 


BACCALAUREATS 

(session  d'avril  1895) 


Académie    d'Aix. 

BACCALAURÉAT   COMPLET    ET    CLASSIQUE 

Un  angle  d'un  triangle  étant  donne,  on  suppose  constante  la  somme  des 
deux  côtés  adjacents,  et  l'on  demande  les  maxima  ou  minimade  Taire  du 
triangle,  du  troisième  côté,  des  autres  angles,  des  hauteurs  du  triangle, 
du  rayon  de  chaque  cercle,  circonscrit,  inscrit  et  exinscrit. 

1°  Comment  faudrait-il  établir  le  calendrier  si  la  durée  de  l'année  était 
en  jours  de  365  j.  19? 

2»  Problème.  Dans  un  plan  vertical,  une  barre  pesante  et  homogène  AB 
est  mobile  autour  de  son  extrémité  A  qui  est  fixe;  l'extrémité  B  de  la  barre 
s'appuie  contre  une  barre  verticale  fixeXY.  La  barre  AB  pèse  10  kilog.,  sa 
longueur  est  de  2  mètres  et  la  distance  du  point  A  à  la  verticale  XY  est  égale 
à  1  mètre. 

On  demande  de  calculer  en  kilogrammes  les  pressions  que  la  barre  AB 
exerce  sur  le  point  A  et  sur  la  verticale  XY. 
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Académie  d'Alger. 

BACCAL.\URÉAT   COMPLET 

I.  —  Établir  la  formule  qui  donne  la  surface  de  la  zone. 

II.  —  Problème.  A  quelle  hauteur  faudra-t-il  s'élever  au-dessus  delà  sur- 
face de  la  terre  supposée  sphérique  pour  apercevoir  la  centième  partie 
de  la  surface  totale  ? 

Quel  angle  ferait  avec  la  verticale  la  tangente  que  l'on  mènerait  du  point 
trouvé  à  la  surface  de  la  terre? 

BACCALAURÉAT   CLASSIQUE 

I.  Questio7is  au  choix:  i"  Connaissant  la  trace  horizontale  d'un  plan  et 
l'angle  de  ses  deux  traces,  trouver  la  trace  verticale. 

2"  Étant  donnés  un  triangle,  dans  le  plan  horizontal,  et  un  point  quel- 
conque dans  l'espace,  construire  une  sphère  passant  par  ce  point  et 
tangente  aux  trois  côtés  du  triangle. 

3°  Étant  donnés  deux  points  sur  la  ligne  de  terre,  un  point  dans  le  plan 
vertical  et  un  point  dans  le  plan  horizontal,  déterminer  la  sphère  passant 
par  les  quatre  points. 

n.  —  Problème  obligatoire.  Étant  donnée  une  demi-circonférence  AMB, 
comment  faut-il  mener  la  corde  AM  pour  qu'en  faisant  tourner  la  figure 
autour  de  AB  les  deux  portions  du  demi-cercle  déterminées  par  cette 
corde  engendrent  des  volumes  égaux? 

Académie  de  Besançon. 

On  donne  un  demi-cercle  ayant  pour  diamètre  AB,  et  on  considère 
une  tangente  AD  à  l'extrémité  A  de  ce  diamètre.  On  demande  de 
déterminer  un  point  G  sur  ce  demi-cercle,  dételle  sorte  que,  si  on  mène 
la  tangente  en  G  au  demi-cercle  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  la 
tangente  AD,  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  les  droites  AD  et 
CD  tournant  autour  de  AB  soit  à  la  surface  engendrée  par  l'arc  AG 
tournant  autour  de  la  même  droite  dans  un  rapport  donné  m.  — Discuter. 

Académie  de  Bordeaux. 

BACCALAURÉAT      COMPLET 

10  Étant  donnée  une  progression  géométrique  décroissante  dont  le 
premier  terme  est  a  et  dont  la  raison  est  représentée  par  q,    on  fait  les 

sommes 

S, ,  S^ ,  Sj ,  . . . ,  de  n  termes  consécutifs, 
S,  commençant  au  premier  terme;  S.^  au  deuxième  terme,  etc.. 

a)  Trouver  l'expression  de  S, ,  Sj ,  ... 

b)  Calculer  S,  -H  Sj  -+-  S,  -f-  . . .  +  Sn  ;  cas  de  «  =  x  . 

2»  Étant  donné  un  cercle  de  centre  0,  de  rayon  R,  mener,  par  un 
point  extérieur  A,  une  sécante  MN  telle  que  le  cercle  décrit  sur  MN 
comme  diamètre  soit  tangent  à  la  droite  AO. 


2o6        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

QUESTION  650 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


/°  Dans  tout  triangle,  les  perpendiculaires  élevées,  par  le  centre 
de  gravité,  aux  trois  médianes,  coupent  les  côtés  correspondants  en 
trois  points  en  ligne  droite; 

2°  Si  les  perpendiculaires  élevées  par  le  centre  de  gravité  aux 
médianes  BM',  CM"  coupent  respectivement  AG,  AB  en  F,  F',  la 
droite  FF'  coupe  BC  en  un  point  A"  situé  sur  une  droite  avec  les 
point  analogues   B",  G".  (A.  Davidoglou.) 

La  propriété  énoncée  par  M.  Davidoglou  n'est  qu'un  cas 
très  particulier  du  théorème  suivant  et  de  sa  réciproque  : 

Si  d'un  point  on  mène  des  droites  aux  trois  sommets  d'un  triangle 
et  trois  autres  droites  formant  avec  ces  premières  trois  couples  en 
involution,  ces  trois  droites  iront  rencontrer  les  côtés  opposés  du 
triangle  en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  (Ghasles,  Géom.  sup., 
page  247.) 

Le  2°  a  été  rédigé  par  méprise;  la  propriété  qu'il  signale 
n'est  en  effet  que  la  répétition  de  celle  qui  est  énoncée  dans 
le  premier. 

Nota.  —  M.  Bernes  en  nous  faisant  la  même  observation 
ajoute  : 

Soient  a^i,?/!,  z^  les  coordonnées  normales  d'un  point  P,  pris 
dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  ;  les  perpendiculaires  élevées 
en  P,  aux  droites  PA,PB,  PG  rencontrent  les  côtés  corres- 
pondants en  trois  points  situés  sur  une  droite  p.  L'équation 
de  p  est 

■^  X 

^  ^lî/iCosB  •+•  z^aîiCosG  —  .rjcosA  +  y^z^ 
En   désignant   par     9,  o',  o"     respectivement,  les  angles 
(PB,  PC),  (PG,  PA),  (PA,  PB),  l'équation  de  p   est 

-^tgo  +-f-tg9'  +  -f  tg^"  =  o, 

.T|  //i  ^-j 

qu'on  peut  écrire  aussi 

xr^  a.Vk.x 

y =  o. 

^      COSfp 
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QUESTION  632 

Solution  jiar  M.  II.  I.huim.iku,  répétiteur  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 


On  considère  une  circonférence  F  et  un  point  A.  Démontrer  que, 

a  ce  pomt  A,  correspond  une  droite  a   telle  que  le  rapport  

rente  constant;  M  dèsif/nant  un  point  quelconque  de   T,  MH   étant 
la  distance  de  M   à  la  droite   a.  (G.  L.) 

Appelons  d,  o  les  distances  de  0  au  point  A  et  à  la  droite  « 
qui,  par  raison  de  symétrie,  est  perpendiculaire  à  OA.  Soit 
,r  =  Oin  ;    on  a 

XW'^^r*  +  d'~2dx. 
MH  =  wK  =  0  —  œ. 

Le   rapport  ^^^' 


MH  (r 
ne  dépend  pas  de  x 
si  l'on  a 
/•*  +  rf* 


—    2f/, 


d'oU 


d^ 


2d 


distance  que  l'on  cuustniira  facilement. 
Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Dhoz-F.vr.ny  cl  Davidoglou. 

QUESTION  633 

i^oliitiun  par  M.  A.  DtlO£-F\K^Y. 


On  donne  une  circonférence  de  cercle,  la  iawjent''  en  m  à  celte 
courbe  et  deux  points  a  et  h  sur  cette  droite.  Les  droites  qui 
joignent  un  point  quelconque  c  de  la  circonférence  au.r  points 
a  et  b  rencontrenl  de  nouveau  la  circonférence  en  p  ef  q  .• 
démontrer  que  les  droites  mp ,    mq   inierceptent  sur  une  parai- 
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léle  à  la  tangente  donnée,  un  segment  qui  est  de  grandeur  constante, 
quelle  que  soit  la  position  de    c    sur  la  circonférence. 

(Mannheim.) 

Menons  de  a  et  de  6  les  secondes  tangentes  «a  et  6p 
à  la  circonférence.  Les  droites  mp,  m%,  me,  mp,  mq,  ren- 
contrent A  respectivement  en  P,A,G,B,Q.  D'après  un 
théorème  bien  connu,  les  points     m,  p,    et  c    forment  un 


(t                    t             Jjtî 

5 

^--.^ 

'"P  w  Y"^        ,'C        /"  ir\  ' 

$ 

9 

groupe  harmonique  sur  la  circonférence.  Le  faisceau  m{apoic) 
est  donc  harmonique  et  comme  A  est  parallèle  à  ma  ,  il  en 
résulte  que  AP  —  AC  ;  de  même  BC  =  BQ  et  par  consé- 
quent  PQ  -—  2AB.  =  constant. 

Remarque.  —  La  circonférence  peut  évidemment  être  rem- 
placée par  une  conique  quelconque. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  Davidoglou. 


QUESTION  635 

Solation  par  M.  Davidoglou. 


Soi€7it  A',  B',  C  les  points  de  rencontre  de  la  droite  A  qui  passe 
par  les  deux  points  de  Brocard  d\in  triangle  ABC  avec  les  côtés 
de  ce  même  triangle;  désignons  par  a,|i,Y  les  distances  algébriques 
des  points  A',  B',  C  au  premier  point  de  Brocard  et  par  pa,Pb,Pr 
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les  distances  algébriques  des  sommets  du  triangle  A .  On  a  la  relation 


a^ 

I 

I      ■ 

b^ 

I 

I 

c- 

I 

I 

b» 

.7..  Pa 

fi-Pf>_ 

b-Pb 

Y  •  Pc_ 

Ly-Pc 

a.pa 

=  o. 
(Louis  Bénézech.) 
Abaissons   cooj,,,  w'w'a  perpendiculaires  sur  BC.  On  a 

a  (OWa  c'^ 

a  +   ci)(o         co  (o^         0 


d'oïl 
De  même 

(1) 


6»  -  c' 


a' 


-•coco  ; 


C'"  —a'  •       a*  —  ô'» 

A'B  +  Bo^a        wwo  _  c* 


Mais     Bcoq  —  Bgj  cosci 
B(0(i  ==  a  —  cina  =  a  — 


A'B  4-  BcoJ         w'o)^ 

c  sin  co  cos  co 


c 


sin  B 
6  sin  ti)  cos  to 
sin  c 


=  R— •  siu  2C0  ; 

0 


=  a  —  2R.  —  sin  co  cos  i»  =  a 
c 


R.b 


S1U2(0. 


(1)  devient     A'B  -= 
alors 


et  de  même 


\ac  —  2R.6  siu  20)]  : 

6-  -  c»  ^  ' 

A'B  +  «  _  6(a6  —  2Rc  sin  2co) 
A'B  c{ac  —  2R6  sin  200) 

pc       a(ab  —  2Rc  sin  2(o) 


Pfi        c{bc  —  2Ra  sin  2co) 
La  relation  donnée  devient  alors,  après  quelques  simplifi- 
cations : 

(2)        sin  2(0  [a'  (6*  -  c')  +  ô«  {c'  -  a')  +  c»  (a'  -  b')] 

=  2S.[a«(6»  -  c»)  +  68(0"  -  rtM  +  c«(rt^  -  6»)]. 
Or,  on  sait  que 

colgco=  — ; 

celte  égalité  donne 


siu  20}  —  2S. 


et  ('2)  se  réduit  facilement  à  une  identité. 


2H0 
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QUESTION  63fi 

^iuliitioii  par  M.  DaviI)0(;loi; 


On  doiim  deux  points  fixes  A  et  B.  1°  Déterminer  sur  unedroile 
AX,  menée  par  A,  deux  points  C,  D  tels  que  BG  x  BD  ait 
une  valeur  donnée  m'^  et  qu'en  même  temps  AB  soit  la  bissectrice 
extérieure  de  l'angle  CBD;  2"  Quel  est  le  lieu  des  points  C  et  D 
lorsque  AX  tourne  autour  de  A? 

Mêmes  questions  en  supposant  que  AB  soit  la  bissectrice  inté- 
rieure de  l'angle   CBD.  (Bernes.) 

1°  La  bissectrice  intérieure  de  CBD  coupe  AX  eu  E  et  la 
circonférence   CBD  en  B'.    On  sait  que    BE.BB'  =  BC.BD; 


donc 


m-" 


BB'  =  j^,     etle 


point  B'  est  connu.  Si  le 
cercle  BCD  coupe  AB  eu 
F,  ou  a  : 


BF 

BE 

BB' 

AB 

BF 

m^ 
AB 

ou 


La  circonférence     BB'F 

iB'  coupe      AX      aux    points 

cherchés  C,  D.  Pour  (jue  ces  deux  points  existent,  il  faut  que 

le  cercle   BB'F    coupe    AX  ;    ou,   qu'en  désignant  par   R   le 

rayon  du  cercle   BCD,    ou  ail 

(l)  FG  <  2B. 

Or, 


BF 


m* 


sin  A      AB.sin  A 


FG  =  AF  sm  A  =  Ub  +  ^ sinA ;  2K 

1)  s'écrit  m-  >  AB^tg■"A. 

Le  symétrique   B'i   de   B',    par  rapport  à   AB,    et  le  symé- 
trique   Fj    de   F    par  rapport  à    B,  donnent  le  cercle  B'iFiB. 
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qui   coupe   AX   aux  points   Cj  et  Dj,   correspondant  au  cas 
de  la  bissectrice  intérieure. 
2°  Les  triau2,les  BDFetADF  étant  évidemment  semblables: 


DF^  =  Fc'  ==  AF.BF  = 


m' 
AB 


AB 


nr 
ÂB 


Le  lieu  des  points    G  et  D   est  une  circonférence  de  centre 
m 


F  et  de  rayon   IV  -  TTf\/'"'  +  AB". 

De  même  pour   Ci  et  Dj,    etc. 
Nota.  —  Autre  solution  par  M.  Droz-Far.ny 


QUESTIONS  637  ET  639 

Solutions,  par  M.  Davidoglou. 


637.  —  On  donne  un  angle  A,  et,  sur  l'un  des  calés,  un  point 
fixe  B.  Lieu  de  M  tel  que  le  rayon  qm  passe  par  B  dans  le 
cercle  ABM  fasse  un  angle  donné  a  avec  Visogonale  AX  de 
AM  relativement  à  l'angle  A. 
Cas  où    y.  est  droit. 

(Bernes.) 

639.  —  Dans  l'angle  A 
d^un  triangle  ABC  on  trace 
deux  isogonales  variables  dont 
l'une  rencontre  en  Mj  la 
circonférence  ABC.  Trouver  le 
lieu  du  point  M  où,  l'autre 
droite  est  rencontrée  par  la 
circonférence  qui,  passant  par 
k  et  ^,  a  son  centre  sur 
BMi.  (Bernes.) 

Ces  deux  problèmes  sont 
au  fond  identiques. 

Si,  sur  AB.  nous  décrivons  un  segment  de  cercle  capable 
de  l'angle  a,  ce  segment  coupe  l'auTe  côlé  de  l'angle  A  en 
C  et  C,  on  a  ainsi  le  problème  (>.30.  Soient  0  et  0'  les 
centres  des  cercles  ABC  et  ABM,  puis   Mj   le  point  où   AM 
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coupe  BC.    On  a  : 

BMA  =  BÔV  =  90°  -  [aTb  -IbIMi]  =  5ÂM,  -h'C  -  90°; 

d'autre  part  :  BM^ï  =  1 8o<'  -  SÂM. 

Donc  BMA  +  BM^M  =  90, 

et  le  lieu  de   M   est  la  perpendiculaire  en   B  à  BC. 

Autrement  (*).  —  La  droite  BM  coupe  la  perpendiculaire 
élevée  sur  BA  en  son  point  milieu  D  en  w,  centre  de  la 
circonférence  qui  passe  par  A  et  B,  et  qui  coupe  l'isogouale 
AM'   de  AM   en   P;ona: 

AM  =  G, 
donc  wBA  =  C  +  y. 

angle    BwD  =  BPA  -=  90  -  (C  +  a), 
et  comme     angle  M'AB  =  A  —  a, 
on  obtient:  angle    PBA  =  A4-G—  90—  B;  etc.. 

QUESTION  638 

Solution  par  M.  Davidoglou. 


^ 


Dans  C angle  A  d'un  triangle  ABC  on  trace  deux  droites  iso- 
gonales  variables  dont  l'une  reiicontre  BC  en  M;    trouver  le  Heu 

du  point  P  oii  l'autre  droite 
est  rencontrée  par  le  rayon 
Bco  du  cercle  ABM. 

(Bernes.) 

AP   coupe   BC    en   Mj  ; 
ou  a  : 

am7b  =  cr+ bam; 

Ba>M 


PBC  =.  90°  - 

=  90°  -  BÂM. 
Par  suite  : 

bPA  =  90°  -  C. 
Le  lieu  de  P   est  donc 
un  cercle  décrit  sur    BA 


comme  corde  et  capable  d'un  angle    =  90"  —  l'. 
(*)  Celle  soluUon  de  la  question  639  esl  de  M.  Droz-Fahm. 
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QUESTIONS   PROPOSEES 


683.  —  Les  points  remarquables  du  plan  d'uu  triangle  qui 
se  construisent  avec  le  plus  de  simplicité  sont  :  le  centre  du 
cercle  circonscrit  qui  n'exige  que  12  opérations  élémentaires, 
le  centre  de  gravité  et  l'orthocentre  qui  en  exigent  16.  Mon- 
trer qu'on  peut  construire  le  point  de  Nagel,  dont  les  coor- 

j  '  1  ,         V   —    CIP   —   ^l^-^.^  -.Tir 

données  normales  sont  :    >   — ; —  »   et  le  point  M 

abc 

2a   —   p      2b  —  p      2C   —   ]) 

qui  a  pour  coordonnées  normales  : — - —  >  •. 

abc 

l'un  et  l'autre  aussi  avec  16  opérations  élémentaires,  et  qu'il 

en  est  de  même  des  transformés  continus  de  ces  deux  points. 

La  démonstration  peut  se  déduire  presque  immédiatement 

de  la  valeur  donnée  des  coordonnées.  (E.  Lemoine.) 

684.  —  Si  a  =  10°,  on  a 

cotg  a  COtg  3a  COtg  5a  cotg  ya.  =  tg  2a  tg4a  tg  6a  tg  8a. 

(Cicorges-F.  cCAvillez.) 

685.  —  Dans  un  triangle,  on  donne  :  1"  la  direction  d'un 
des  côtés  ;  2°  deux  des  points  remarquables  de  la  droite 
d'Euler. 

On  propose  de  construire  ce  triangle. 

N.  B.  —  Les  points  remarquables  qu'il  faut  considérer  sont: 

Le  point  0,  centre  du  centre  circonscrit;  H,  l'orthocentre; 

le  centre  w  du  cercle  des  neuf  points;  G,  le  centre  de  gravité. 

(Georges-F.  d'Avillez.) 

686.  —  Les  perpendiculaires  élevées  en  a,  p,  y  sur  les 
côtés  du  triangle  aSy,  l'orthique  de  ABC,  interceptent  sur 
les  côtés   BG,  CA,  AB    des  segments  x,y,z,   tels  que 

a  —  X       b  —  y       c  —  z 

h -\ ^  I. 

a  +  X       b  +  y      c  +  z 

(Davidoghu.) 

687.  —  Si,  dans  un  triangle,  le  triple  d'un  côté  égale  la 
somme  des  deux  autres,  le  cercle  inscrit  est  tangent  au  cercle 


tg(a  -  45°) 

a 

tg  a  H-  COtg  7. 

c 

a^  +  {b  -  cf 

c 
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inscrit  dans  le  triangle  ayant  pour  sommets  les  milieux  des 
côtés  du  triangle  donné.  (Davidoglou.) 

688.  —  Démontrer,  que  si  l'on  a  : 

(1)  tg^'a.COtgÊ  =   I, 

,-J)  tg(S-a)  =  |, 

(3) 

ou  a  aussi  ,,  _ 

a^  -  [h  —  cy       2  (6  -  C) 

f  Davidoglou.) 

689.  —  Un  donne  une  sphère,  une  de  ses  cordes  et  un  point 
arbitraire  0  sur  cette  corde.  Par  ab,  on  mène  un  plan  quel- 
conque qui  coupe  la  sphère  suivant  le  petit  cercle  G. 

Démontrer  qu'on   peut  inscrire  dans    C    une   infinité   de 

triangles  qui  soient  en  même  temps  circonscrits  à  un  cercle 

de  centre  0.  Si    /,  m,  n,   sont  les  côtés  d'un  de  ces  triangles, 

„  .  .  I  I  I  ,  .,  . 

faire  voir  que s-  —  n est  constant,  quel  que  soit  le 

^       Im       Jn        mn 

triangle  et  quel  que  soit  le  plan  mené  par   ab. 

(Mannheim.) 


RECTIFICATIONS 

1°  La  question  675  est  identique  à  la  question  634;  la  solution  paraîtra 
dans  le  n"  prochain; 

2°  M.  Tzitzéicanous  fait  observer,  avec  raison,  que  la  question  568  a  été 
résolue  a  la  page  46  et  à  la  page  ^02,  et  que  c'est,  par  oubli  de  la  première 
solution,  que  j'ai  publié  la  seconde. 


Le  Directeui-pérant. 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMI'hlMi:RIE    l.ENrKAI.F.    DES    CHEMINS  DE   PER 
IMPRIMERIE  CHAIX,    RfE  BERGÈRE,    20,  HaRIS.  —   21 3^6-1 0-9b. 
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SUR  LE  CLASSEMENT  DES  RACINES 

APPARTENANT    A    DEUX    KQL'ATIONS    DU    SECOND    DEGRE 
Par  M.  Elffé. 


Daus  le  numéro  i.rocto]ji'e  dernier  du  Bulletin  de  Matliéma- 
tiques  élémenlairesi^'''),  M.  Vitasse  a  présenté  une  méthode  dont 
la  rigueur  ne  laisse  rien  à  désirer  et  qui  permet  de  classer 
les  racines,  supposées  réelles,  de  deux  équations  données,  du 
second  degré.  Il  est  possible,  pensons-nous,  de  simplifier 
quelque  peu  l'exposition  lliéoriquo  et  surtout  les  règles  pra- 
tiques. 

Prenons  les  équations  sous  la  forme 
x^  +  px    +  q   =  o, 
X*  +  y/X  +  q'  —  o. 

Ou  peut  observer  que  si  l'on  efTectuc  une  transformation 

en  posant 

X  =  u  4-  //, 

X=\J  -h  h, 

les  nouvelles  racines  seront  classées  danslemème  ordre  que  les 

anciennes  et  nous  pouvons  résoudre  le  problème  proposé  sur 

les  équations 

u'^  +  (2/1  +  p  )u  +  h^  -f-  j)h   +  q  —  o, 
U^  +  (2/i  +  /j'jU  +  W  +  p'h  +  q'  =  o. 
Nous  disposerons  de  la  quantité  arbitraire  h   de  faron  que 
p/i  -h  q  =  p'h  +  q', 
et  en  supposant  p  -^  p'i*"^'),   nous  avons 

q  -  q' 


h  = 


P  -  P 


(*)  Ce  journal,  publié  sous  la  direction  de  M.  Niewenglowski.  vient  de  se 
fonder  à  la  Société  d'éditions  scifntiliques.  Le  numéro  auquel  il  est  fait, 
ici,  allusion  est  le  n»  2;  on  trouvera  l'article  cité  à  la  page  21. 

(**)  Si  p—p',  les  racines  portées  sur  une  droite,  à  partir  d'une  origine  O, 
forment,  sur  cette  droite,  une  division  isotomique.  Les  deux  racines  de 
l'une  des  équations  données  renferment  les  deux  racines  de  l'autre.  On 
distingue  celle  des  équations  qui  joue  le  premier  rôle  au  moyen  du  signe 
des  quantités  q,  7',  ç  — 7'.  La  discussion  n'a  aucune  difficulté. 

.lOUHNAI.    DI-;    MATII.    KI.KM.    —    1895.  12 
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L<es  équations  que  nous  avons  à  considérer  sont 


(1) 

u^  +  Vu   +0  =  0, 

(±) 

U^  +  FU+Q  =  o; 

en  posant 

P  =  2h  -h  p, 
P'  =  2h  +  p', 
Q  =  h^  +  ph  +  q. 

Soient  a, 

,3  les 

racines  de  (1);  a,  3'  celles  de  Ci!).  Eu  obscr- 

vaut  que 

(3) 

aS  =  a'jî', 

ou  Yoit  qu'il  suffit  déranger  les  deux  plus  grandes  racines  de 
la  suite  a,  [3,  a',  3'  et  les  racines  frto/ewres  fcomme  on  peut  ies 
appeler  pour  la  commodité  du  langage,  dans  cette  discussion) 
ne  peuvent  pas  appartenir  à  la  même  équation;  cette  remarque 
est  une  conséquence  de  l'égalité  (3),  Nous  désignerons  ces 
racines  par  a,  a';  S,  !3'  s'appelleront  les  racines  minewres. 
Si   Q  est  négatif,  les  relations 

a   +  P  +  -  =  o, 
a 

a    +  P    H -,   =  O, 

a 

donnent 


("  -  "■''  (■  -  ^)  =  ï"  -  P- 


D'ailleurs,  les  équations  proposées  ayant  une  racine  posilive 
l'autre  racine  étant  négative,  les  majeures  a,  a'  sont  des  quan- 
tités positives;  ainsi,  dans  notre  hypothèse  Q  <  o,  le  second 
facteur  du  premier  membre  est  positif.  Le  signe  de  a  —  a' 
est  donc  le  même  que  celui  de  P'  —  P;  et  comme  P'  —  P 
—  p'  _  p^  on  voit  finalement  que  le  signe  des  quantités  Q 
et  y  —  p    détermine  le  classement  des  quatre  racines. 

Si   Q   est  positif,  les  identités 


donnent,  puisque   a(3  =  a'p' , 

p2    _    p'2    ^     ^3C    -     6\2    ^      /a'    _    py 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  261 

Ainsi,    a  —  p    sera  plus  grand,  ou  plus  petit  que   a'  —  p'. 
suivant  le  signe  de  P^  —  P'%  c'est-à-dire  suivant  le  signe  de 

(4)  (p  -  p')(4h  +  p  -h  //). 

Si  nous  prenons,  sur  une  droite,  les  longueurs  : 

OA  =  a,       OB  =  i3,       OA'  =  a',       OB'  =  jB'; 
comme    OA.OB  =  OA'.OB',    les  points    A',  B'  sont  tous  les 
deux  sur  le  segment  AB,  ou  tous  les  deux  à  l'extérieur.  Il  faut 
distinguer  les  deux  cas  ;  et,  à  cet  effet,  voir  si  AB  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  A'B'.  C'est  ce  qu'indiquera  le  signe  de  (4). 


QUELQUES  PROPRIETES 

DU  CERCLE  CONJUGUÉ  A  UN  TRIANGLE 
Par  M.  S.  Chassiotii»  (*), 

[Suite  et  fin,  voir  page  218.) 


2.  —  Soient  f,  f  f"  les  trois  autres  foyers  des  trois  hyper- 
boles (j[ui  correspondent,  d'après  le  théorème  VI,  à  un  triangle 
donné  ABC.  Si  nous  remarquons  que  /",  f,  f"  sont  les 
symétriques  du  point  de  concours  des  hauteurs  H  par  rap- 
port aux  milieux  a^y  des  trois  côtés,  nous  voyons  que  le 
cercle  ff'f"  est  homothétique  au  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  AEC  par  rapport  au  point  H,  -t-  2  étant  la  puissance 
d'homothétie,  par  suite,  les  cercles  ABC  et  ff'f"  coïncident; 
nous  aurons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IX.  —  Les  foyers  f,  f ,  f  des  hyperboles  (H), 
(H'),  (H"),  qui  correspondent  à  un.  triangle  ABC  (d'après  le 
théorème  IV),  sont  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Il  est  focile  de  déduire  de  là  que  ; 

Le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  correspondant  à  tous  les  Irianr/les 
inscrits  dans  un  cercle  donné  et  ayant  un  orthocentre  H  fixe  est  la 
circonférence  0. 

(;)  Dans  l'énoncé  du  théorème  VI  une  erreur  acte  commise.  D'aprèsle 
théorème  VI  les  asymptotes  étant  les  tangentes  menées  par  les  milieux 
des  côtés  au  cercle  conjugué,  il  est  évident  que  ces  tangentes  ne  sont  pas 
rectangulaires,  en  général  par  conséquent  les  hyperboles  corrcspoudantea 
au  triangle  ne  sont  pas  équiialcres. 
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Remarque  IV.  —  Les  points  de  contact  des  hyperboles  avec 
les  côtés  sont  à  l'iatersection  des  côtés  avec  les  parallèles  qui 
leur  sont  menées  par  le  point  de  concours  de  hauteurs.  Pour 
démontrer  cette  propriété,  il  suffit  de  chercher  les  pôles  des 
tangentes  aux  points  A,  B,  C,  aux  circonférences  décrites  sur 
les  côtés  comme  diamètre,  par  rapport  au  cercle  conjugué  au 
triangle  ABC.  Comme  ces  dernières  circonférences  passent 
par  les  pieds  des  hauteurs,  il  est  évident  que  les  hyperboles 
(H),  (H'),  (H")  seront  laugentes  aus  parallèles,  aux  côtés  du 
triangle  menées  par  les  sommets. 

On  établira  sans  peine  le  théorème  suivant  : 
Théorème  X.  —  Les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
x\BC  et  de   leurs   parallèles    menées   par  les  sommets  forment 
trois  parallélogrammes  dont  les  centres  sont  les  milieux  dts   côtés 
du  triangle. 

3.  —  Soit  ABC  un  triangle  B'C,  C'A',  A'B'  les  parallèles 
aux  côtés  menées  par  A,  B,  C.  Le  point  0  du  concours  des 
hauteurs  da  triangle  ABC  est  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  A'B'C.  Alors  en  appliquant  les  théorèmes  YI-X 
on  verra  que  : 

1"  Etant  donné  un  triangle  A'B'C,  il  existe  trois  hyperboles 
ayant  un  foyer  commun  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
et  tangentes  à  deux  côtés  du  triangle  et  à  deux  de  leurs  parallèles 
passant  par  les  milieux  A,  B,  C,   des  côtés. 

2°  Les  foyers  f,  f,  f  non  communs  se  trouvent  sur  le  cercle  de 
neuf  points  du  triangle  A'B'C,    etc. 

Théorème  I.  —  Le  cercle  conjugué  à  un  triangle  ABC  coupe 
les  hyperboles  correspondant  à  ABC  à  angle  droit;  il  en  est  de 
même  pour  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  pir  les  paral- 
lèles aux  côtés  du  triangle  menées  par  les  sommets. 

En  effet,  soient  (H),  (H'),  (H")  les  hyperboles  correspon- 
dant à  ABC,  ils  ont  un  foyer  commun  qui  est  le  centre  d-^ 
cercle  conjugué,  c'est-à-dire  le  centre  des  hauteurs.  Or,  un 
ceicle  pouvant  être  regardé  comme  ayant  deux  foyers  confon- 
dues dans  son  centre,  il  en  résulte  que  le  cercle  conjugué  est 
une  conique  homofocale  avec  Jes  hyperboles  (H),  (H'),  (H"). 
On  en  conclut  le  théorème. 
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Démonstration  analogue  pour  le  cercle  circonscrit. 

Signalons  enfin  comme  dernière  propriété  celle  que  l'on 
obtient  en  prenant  la  polaire  réciproque  du  cercle  de  neuf 
points  par  rapport  au  cercle  conjugué. 

Théorème  II.  —  Les  directrices  des  hyperboles  (H),  (H'),' 
(H")  correspondant  à  un  triangle  donné  ABC.  et  les  parallèles  B'C 
C'A',  A'B'  aux  côtés  du  triangle  menées  par  les  sommets  sont  tan- 
gentes à  une  même  conique  G  ayant  un  foyer  au  o'nlre  du  cercle 
conjugué. 

Cette  conique  est  la  transformée  par  polaire  réciproque,  du 
cercle  de  neuf  points  par  rapport  au  cercle  conjugué. 

Théorème  III.  —  De  plus  elle  est  tangente  à  quatre  coni- 
ques circonscriles  au  triangle  ABC  et  ayant  un  foyer  commun  au 
centre  des  hauteurs.  Car  le  cercle  de  neuf  points  d'un  triangle 
est  tangent  un  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits  à  ce 
triangle. 

CORRESPONDANCE 


Voici  la  lettre  que  mon  ami  M.  Lemoine  m'a  adressée,  on 
réponse  au  compte  rendu  que  j'ai  donné,  dans  le  dernier 
numéro,  du  Traité  d'Arithmétique  qu'il  vient  de  faire  paraître 
en  collaboration  avec  notre  ami  commun  M.  Laisant  ;  lettre  que 
j'ai  annoncée  dans  le  numéro  cité.  Je  la  publie  on  respectant 
ï  orthographe  nouvel  le  :  jedésire  pourtant  déclarer  quelaréforme 
en  question  ne  me  semble  ni  logique,  ni  suffisamment  radicale. 
Mais  les  lecteurs  pourront  se  faire  une  opinion,  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre,  d'après  le  spécimen,  ici  publié. 
Mon  cher  ami, 

Je  vous  remercie,  en  mon  nom  et  au  nom  de  notre  ami  Lai- 
sant, mon  eolaborateur,  du  compte  rendu  aimable  que  vous 
avez  fait  de  noire  petit  Traité  cVarilmétique,  mais  nous  vou- 
lons de  plus  vous  expliquer  notre  pensée  sur  le  point  qui 
vous  a  inspiré  quelques  légères  réserves  et  engagé  à  prendre 
la  défense  du  corps  enseignant,  en  vous  disant  que  nous  ne 
l'attaquons  en  aucune  façon,  ni  directement,  ni  entre  les 
lisrnes. 
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Il  ne  s'agit  nulement  du  talent  ou  de  la  compétence  de  vos 
collègues,  nous  la  conaissons  et  nous  l'aprécions;  il  s'agit  de 
contribuer  à  faire  renoucer  définitivement,  du  haut  en  bas  de 
l'éehèle,  à  l'emploi  séculaire  d'un  moule,  que  vous  jugez  inco- 
rect  aussi  bien  que  nous,  et  duquel  sont  tirés  quelques  prin- 
cipes primordiaus  et  quelques  définitions;  les  moules  séculaires 
sont  très  solides;  cèle  afirmation  est  une  La  Palicade. 

Que  beaucoup  de  professeurs  distingués,  comme  le  sont  la 
plupart  des  professeurs  de  l'Université,  n'en  soient  plus  à  ces 
errements,  nous  le  savons,  mais  les  ouvrages  récents,  au 
courant  des  derniers  perfectionements  didactiques  corne 
l'aritraétique  de  M.  Andoyer,  que  vous  citez,  n'empêchent 
pas  qu'il  y  en  ait  beaucoup  trop  encore  qui  ne  méritent  pas 
le  même  compliment. 

La  définition  que  nous  proposons  pour  le  nombre,  qui  est 
une  chose  abstraite,  est  abstraite,  c'est  vrai,  mais  si  simple- 
ment! Ne  serait-ce  pas  là  une  qualité  qui  peut  avoir  l'avantage 
d'habituer  l'esprit  dès  le  début,  au  terrain  des  abstractions, 
qu'il  aborde  ainsi  par  un  chemin  très  facile;  nous  ne  répon- 
drons pas,  d'ailleurs,  autrement  à  cète  observation,  car 
c'est  à  l'expérience  de  décider,  en  dernier  ressort  si  cète 
définition,  rigoureuse  et  comide,  présente  des  dificultés 
réèles  de  conception  pour  les  jeunes  intelligences,  dificultés 
qui  doivent  la  faire  rejeter  malgré  ses  avantages  absolus. 

Quant  à  la  réforme  de  l'ortografie.  j'y  ai  pris  une  part 
spécialement  active  dans  la  préparation  de  notre  petit  livre  et 
c'est  pour  en  dire  quelques  mots,  que  je  me  suis  décidé  à 
vous  écrire  cète  lettre  avec  l'assentiment  de  Laisant.  qui 
aprouve  d'ailleurs  complète:nent  ma  manière  de  voir. 

Tout  le  monde  est  d'accord  pour  reconaitre  que  notre 
ortografie  a  des  anomalies  singulières,  qu'èle  est  remplie 
de  chinoiseries  ridicules,  lesquèles,  pour  être  très  concrètes, 
n'en  font  pas  moins  perdre  à  l'enfance  de  longues  heures  qui 
seraient  miens  employées  à  tout  autre  chose.  Ce  sont  seule- 
ment les  irrégularités  choquantes,  les  exceptions  fautives,  les 
plus  grosses  verrues  enfin  de  notre  bêle  langue  écrite,  qu'il 
s'agit  de  faire  disparaître;  l'avantage  est  évident  et  le  miso- 
uéisme  me  semble  seul  pouvoir  susciter  des  objections;  mais. 
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la  rendre  complètement  logique,  par  simple  fonétisme,  par 
exemple,  si  la  chose  était  possible  —  ce  que  je  ne  crois  pas, 
à  cause  surtout  de  la  variété  des  prononciations  —  ce  serait 
un  crime  puisque  la  langue  en  serait  défigurée,  heureusement  : 
est  Diodu.'i  in  /-eftw-s-. 

En  fait,  la  question  de  la  réforme  est  à  l'ordre  du  jour  un 
peu  partout ,  il  y  a  même  plusieurs  sistèmes  proposés  ; 
cette  multiplicité,  dans  l'espèce,  n'est  ni  un  défaut,  ni  un 
inconvénient  ;  chaque  home  instruit  adoptera  le  sistème 
de  réforme  qui  lui  conviendra  le  mieus  ;  il  y  aura  alors 
pendant  dix,  pendant  vingt  ans  peut-être,  une  anarchie 
ortografique  féconde,  come  au  xvi<*  siècle,  d'où  sortira  un 
usage  que  l'Académie  sanctionera  ;  c'est  le  seul  rôle  de 
l'Académie,  èle  n'a  point  à  prendre  l'initiative  des  réformes, 
èle  ne  l'a  jamais  fait  et  avec  raison  ;  c'est  vous,  c'est  nous 
tous,  qui  faisons  la  langue  ortografique,  ce  n'est  point  èle; 
nous  décidons  et  elle  codifie  quand  l'heure  est  venue. 

Parmi  les  divers  sistèmes  de  réforme,  nous  en  avons  choisi 
un  que  nous  trouvons  logique,  modéré  dans  ses  propositions 
et  nous  avons  oflcièlement  passé,  avec  notre  aritmétique,  des 
régions  de  la  discussion  spéculative  à  cèles  de  la  pratique, 
voilà  tout.  Quand  il  sait  Vortografie  classique,  il  ne  faut  pas 
deus  heures  d'atejision  à  un  home,  habitué  à  la  réflexion, 
pour  transformer  de  cète  façon  sa  manière  d'ortografier 
certains  mots. 

Mais  nous  voilà  bien  loin  du  champ  de  la  Matématique, 
aussi  je  termine  court  en  vous  serrant  cordialement  la  main. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Aubry. 


...  A  propos  de  la  formule 

^  (B  -f-  4B'  4-  B"), 

appelée  omniformule  dans  un  des  volumes  de  votre  journal  (*) 
et,  ailleurs,  formule  de  Sa  mis,  règle  des  trois  niveaux,  permettez- 
moi  de  rappeler  que  j'ai  donné,  dans  le  dernier  article  que  je 

{*)  Journal,  1886,  p.  79.  " 
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VOUS  ai  envoyé  (Uist.  de  la  géom.  de  la  mesui-e),  une  démonstra- 
tion de  cette  célèbre  formule  en  l'appelant  formule  de  Torrkelli, 
m'appuyant  sur  certains  auteurs  italiens,  entre  autres,  Péri  et 
Bellaclii  (I principi  délia  geometria  moderna,  Pistoia,  1873).  Je 
crois,  en  effet,  me  rappeler  en  avoir  vu  quelque  chose  dans  les 
Ex.  géom.  (16i7)  de  Torricelli.  UJnlerm.  des  Math,  vient  de 
poser  la  question  de  l'origine  de  cette  formule.  Si  je  me  suis 
trompé,  je  vous  prierais  de  rectifier  l'endroit  en  question, 
sachant  que  vous  avez  à  cœur  d'établir  autant  que  possible 
les  droits  des  inventeurs.  No  possédant  plus  les  œuvres  de 
Torricelli,  n'ayant  pu  encore  les  retrouver  et  ne  voyant  pas 
quand  je  pourrai  rechercher  moi-même  à  Paris  si  mes  souve- 
nirs sont  exacts,  je  suis  forcé  d'attendre  la  réponse  qu'on  fera 
dans  r Intermédiaire  à  la  question  posée. 

Si  cette  formule  n'est  pas  de  Torricelli,  elle  est  sûrement  de 
Marc-Laurin  (A  Treatise  of  Fluxion).  Voici,  en  effet,  ce  qu'il  dit 
dans  son  introduction  : 

Considérons  un  solide  formé  par  une  section  conique  qui  tourne 
autour  de  son  axe  ;  la  portion  d'un  tel  solide  terminée  par  deux 
plans  pai^allèles  et  le  cylindre,  de  mime  hauteur  que  cette  portion, 
ayant  une  base  égale  à  la  section  moyenne,  diffèrent  toujours  l'un 
de  l'autre  de  la  même  quantité,  pour  une  même  inclinaison  des  plans 
sécants  sur  l'axe  et  une  même  hauteur. 

Je  ne  m'explique  pas  comment  M.  Maleyx  (.Y.  A.,  1880)  a 
trouvé  la  formule  de  Torricelli  dans  le  même  ouvrage  de  Mac- 
Laurin  :  car,  comme  l'a  remarqué  M.  Rey  (./,  E.,  188G,  p.  17)  ), 

la  foimule ;r^^  R  . .  .  n'est  qu'une  formule  d'approxima- 

b 

tion  générale  qui  n'est  môme  pas  de  Mac-Laurin,  mais  qui 

avait  été  donné  auparavant  par  Côtes  (Harm.  mens.\  Stirling 

(De  summatione  ser.)  et  NeAvton  (Meth.  diff.j. 

La  formule  me  parait  donc  devoir  être  attribuée  à  Torricelli, 

ou  à  Mac-Laurin  tout  au  moins,  pour  le  cas  où  la  section  est 

une  fonction  du  deuxième  degré  par  rapport  à  la  hauteur  de  la 

section.  Il  resterait  à  découvrir  qui  a  vu  d'abord  qu'elle  avait 

lieu  également,  quand  la  section  est  une  fonction  du  troisième 

degré:  c'est  ce  que  je  ne  puis  établir  avec  certitude;  ce  point  est 

d'ailleurs  de  moindre  importance. 
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EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Aug.  Boutiii. 


414.  —  Si  u  est  une  somme  de  deux  triangulaires,  411+1 
est  une  somme  de  deux  carrés,  et  réciproquement. 

En  effet  ^^  ^xjx+i)  ^  >j(y  +  .] 

2  2 

entraîne  -\n  -h  i  -^  (x  -\-  y  -\-  if  -[-  (x  ~  y)', 

et  réciproquement. 

415.  —  Les  notations  étant  celtes  employées  dans  notre  Note  sur 
les  centres  isodynamiques  et  les  centres  isogones  (J.  M.  E.,  .1?}- 
née  1889,  p.  99),  et  en  outre,  F  désignant  le  milieu  de  GH,  P' 
le  symétrique  de  Pj  par  rapport  à  V^,  V  le  symétrique  de  V 
par  rapport  à  V^,  K^  le  point  d'intersection  de  GW,  HW^  ; 
e  l'interseclion  de  OK  et  FP^,  i  f  intersection  de  GV  et  FW, 
démontrer  que  les  coordonnées  normales  de  ces  nouveaux  points 
sont  respectivement  (à  une  constante  prés)  : 

(V)  a;  =  9  cosB  cosG  —  sinB  sinC  4- \/3  sinA 

—  4  cos  B  cos  G  +  sin  (A  —  30°), 
(P')  a;  =  sinA  +  2\/3  cosB  cosG, 

(i)  x  =  3  cos  (B  —  G)  +  2  sin  B  sin  G  —  ^3  sin  A 

=:  4  sin  B  sin  G  —  \/3  sin  (A  +  bo'^). 
(K')  a;  =  cosB  cosC  +  sin(A  —  3o°), 

(e)  a;  =  2  sin  A  —  sfï  cos  A, 

(/„)  X  —  2  cos  B  cos  G  +  sin  (A  —  Se). 

Eu  outre  : 

V   est  à  l'interseclion  des  droites  HW^ ,  FW, 
P'    à  l'intersection  des  droites  OaW,  FP2,  HK,    ' 
i  est  situé  sur  O9V0. 
K'   est  situé  sur   FP^, 
P,  est  situé  sur  OK',. 
KK'   est  parallèle  à  la  droite  d'Euler  OGH, 
4  est  à  l'intersection  des  droites    O9W,  HW^,  FL',  OV,, 
L,/.,  est  parallèle  à  OGII. 

Les  groupes  des  quatre  points  suivants  constituent  uue  division  harmo- 
nique : 

VL,KW,  VKL'w.  FVjKWî,  V,tl/P,,, 

Oail^V,,  GiW.V,  FîWV,  PJV,C  , 

OgL'PXi,  VoGWK',  P'FP.K',  LO^UW,, 

LoeWK.  KOWE,  W,V'/,K',  II/,L'^\V,. 
Toutes  ces  propriétés  se  déduisent  aisément  de  considérations  géomé- 
riques  élémentaires. 
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416.  —  Distances  de  points  remarquables  dam  le  triangle. 

(Les  notations  sont  celles  de  notre  note  J.  M.  E.,  année  1892,  p.  248.  et 
celles  de  l'exercice  précédent.) 


WL,  = 


VL.,  = 


2R  /cotg6  —s/3 

v3  cotgfj  -+-  I  V  cotg6  +v'^ 

4R  /cotg  6  +  yl 

V'S  cotg  6  +  I  V  cotg  6  —  \J3 

4R  /cotg  6  —  s/3 

s/3  cotg  0  —  I  V   cotg  0  -f  s^ 

R  /cotg  6  4- s/3 

g  6  —  I  V  cotg  0  —  s  3 


WL2  =  -p 

V3  cotg 

—2  _  2S(tg  ?  —  cotg  6  -  2  v'3  ) 


UW^ 


tg?(\/3 +cotgO) 

2S(tg2  —  cotg  9  4- 2  ^fï) 

tgricotgf)-s/3) 


^v^2_  S(tg?  cotg  5  —  9)^ 

6  tg  5  cotg^  6 
— 2_         S(tg=cotg6-9) 


2  tgi  cotg2  6(colg2  6  —  3) 
+  i)(4\ 
tg3  (5  +s/3  cotg  6)' 


0L*=    p,       S(s/3  C0tg6+i)(W3tg:p  +  3tgscotg6  +  i) 


ÔÏ7*  =  R»  _  !(s/l£ptg  S  -  0  (W3  tg  ^  -3  tg  ç  cotg  6  -  I  ) 


tg  ç  (5  —  s/3  cotg  bY 


j-j^2  _  2S(tg?  —  3  cotg  6) 

3  tg?  {s/3  +  cotg  9)' 

lj^2  _  2S(tg:p  —  3  cotg  9) 

3tg?(cotg6  — s/3)'_ 

^.■2  _  6S  (cotg 9  -  v/3)  (2v'3  +  tg?  -  cotg6) 

tgç(5_-V3cotgn)* 

—-2        6S(cotg6  +  s/3)  (tg?  — colgù  — 2s/3) 

rlL.      =  _ 1 

tgo  {b-hV'i  cotg  9)^ 

fÏL^u  ^  2S(tg?  -3  cotg  9)  (cQtg9  +  \/3)  ^ 

tg?  (i  +\/3  cotge)' 

rrrri       2S   tg  ?  —  3  cotg  6)  (cotg  9   —  \/3) 

ilL  o    =^  '       :;: — ■ > 

tg?  (s/3  cotg 9  —  i)'* 
YX:^  _  8S(tg?-3  cotg9J 

3  tg?  (cotg9  +  s/3)(i  +  v/3  cotgô)^' 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 


27o 


8S  (tgç  —  3cotg( 


3  t;^cp  (cotg9—  v/3)(v/3  cotg6  — 0* 
R^  tg  ?  (cotg  9  -  3  v'3)  +  4S(tg  y  -  \  3 
4lgO(cotgO  +  v/3j 


^-^2  ^  Rng^(cotgQ  +  3v/3)  +  4»  ^tg  3  +  v'3) 


"FK 


4  tgcp  (cotgO  —  \/3j_ 
8S  (tgy  — cotg^  —  2V3) 
Ig  s  (cotg  e  +  v/3)  (5  +  v/3  cotg  O)' 
8S  (tg  ^  —  cotg  6  +  2^/3) 

tg:p  (cotg  0  -  v'3)  (5  —  v'3  cotg  rj)'' 

2  _  S  (tg  ?  cot;x  6  —  9)  (cotg^-  9  —  3) 

i8  tg=  cotgH  ' 

S  (tg  ï)  cotg  9  —  9)  (cotg  9  —  s/3) 
_ , 

i8  tg?  (cotg 9  +  v'3j 
S  (tg  c?  cotg  9  —  9)  fcotg  9  +  \/3  1 

1 8  ig 9  (cotg  9  —  v/3) 
-  FK  O9Z  =  -  HK, 


6tg? 

S 


8  tgcp 


0  tg: 


9  —  tg  ?  cotg  0 

cotg  9  +  v/3        (cotg  9  —  s  3)* 
'^  tg  :^  9  —  tg  ;^  cotg  9 

cotg 9  —  v'3        (cotg  9  —  v/3)* 


Bistauce  A   du  point  0   au  point 


6  +  c       a-k-c       a  +  6 
4  A»  =  (2R  H-  /•)»  +  2r*  -  f-. 
Distance  des  isolwrLques  de   I'  = 

HD'^  =  R2  (4  sin*  9  +  sin»  9  -}-  4)  —  2  S  cotg  6. 

Distance  des  brocardiens  du  point  de  Gergonne: 

4''  o     > 

A'^  =  -2—  [?}  —  3n'-  . 

pi   ^'  i   > 

On  peut  remarquer  que  celte  distance  est  le  double  de  la  dislance  des 
isobariques  de  I ,    ou  le  double  de  IF. 
Distance  des  brocardiens  de  F  '  : 


A*  = 


4;- 


-,  i^Â  -  3  (p-rt/'J- 


(p-ar 

Cclle  formule  el  les  deux  précédentes  ont  été  données  par  M.  li.  Lcmoiue 
(A.  F.  Congrès  de  Pau,  1892). 
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BACCALAURÉATS 

(OCTOBRE  1895) 

BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  MODERNE 
(LETTRES-SCIENCES). 

Problème  obligaloire:  Deux  forces  données  F,  F'  sont  respectivement 
parallèles  à  la  base  et  à  la  longueur  d'un  plan  incliné  dont  l'inclinaison  / 
est  inconnue.  Elles  sollicitent  alternativement  un  point  matériel  pesant, 
posé  sur  le  plan.  On  demande  quel  doit  être  le  poids  p  de  ce  point 
matériel  pour  qu'il  reste  en  repos  dans  les  deux  cas.  et  quelle  est  l'incli- 
naison du  plan,  cette  dernière  étant  exprimée  au  moyen  de  la  tangente. 

—  Condition  de  possibilité  du  problème;  —  Quel  doit  être  le  rapport 
des  deux  forces  F  et  F'  pour  que   /  soit  égal  à  45°? 

Trois  questions  à  choisir  :  1°  Définir  la  dérivée  d'une  fonction  d'une 
variable  et  montrer  que  la  fonction  continue  y  =  ax-  -r  bx  +  c  a  une 
dérivée  pour  toute  valeur  de  x;  trouver  par  suite  cette  dérivée. 

'■1"  Étudier  la  variation  de  la  fonction  y  = ,   et  construire  la 

''       a'x  +  6' 
courbe  représentative. 

3"  Montrer  que  l'équation  du  premier  degré  Ax  +  By  —  G  =  0.  repré- 
sente dans  tous  les  cas  une  droite  dont  les  coordonnées  des  ditféreols 
points  sont  les  valeurs  simultanées  de  x  et  y. 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE  iLETTRES-MATHÉMATIQUES). 

I.  —  Problème  obligatoire: 

On  considère  un  trapèze  isocèle  ABGD  et  ses  diagonales  ASD  et 
BSC,  ainsi  que  la  perpendiculaire  00'  abaissée,  du  point  S,  sur  les 
deux  côtés  opposés  parallèles.  Quand  on  fait  tourner  la  ligure  autour  de 
00',  le  trapèze  ABCD  engendre  un  tronc  de  cône  et  les  triangles  ASB, 
GSD.  engendrent  deux  cônes. 

On  demande  de  déterminer  AB  et  CD,  connaissant  la  hauteur  00', 
le  volume  du  tronc  ds  cône  ABCD  et  la  somme  des  volumes  des  deux 
cônes  ABS  et  GDS. 

II.  —  Trois  questions  à  choisir  : 

1"  Géométrie  descriptive.  Angle  de  deux  plans. 

2"  Géométrie  descriptive.  Distance  d'un  point  à  un  plau. 

3°  Géométrie  descriptive.  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

1^  l^\ 


QUESTIONS  634  ET  675  ( 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny 


On  donne  les  trois  points    a,  b,  c    sur  une  droite.  Quel  est  le 

lieu  d'un  point    m,   tel  que 

I  I 

— : 1 =  constante. 

^9  bma       tq  crah  ,.       ,    .      , 

(*)  Comme  nous  l'avons  observé  (p.  264),  les  deux  questions  634,  675 
bout  identiques. 
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La  relation  proposée  peut  s'écrire 

coig  bnia  ■+■  cotg  cmb  =  constante. 

Représen- 
tons par  a  et  p 
lesdistancesflô 
et  bc,  par  r  la 
droite  bm,  par 
h  la  perpendi- 
culaire abais- 
sée de  711  sur 
abc  et  par  K 
la  distance  de 
son  pied  à  6. 
La  relation 
proposée  se 
tr  a  nsfo  r  m  e 
successivement 
en 

K   c 
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-  K 


I   — 


I   + 


K 


K 


+ 


+  K  K 
~h~  'Ti 


3  +K 


h 


K 
Ti 


—  const. 


M, 


(y.  +  ft)  jh-'  +  K') 


-M, 


apM 


constante, 


h       a  -t-  (i 

Élevons  en  m  une  perpendiculaire  qui  rencontre  eu  d  la 
perpendiculaire  élevée  en  b  sur  ot;  ;  on  a  évidemment 
r^  =  /i.{bd). 


il'oîi 


-  =bd 
II 


constante. 


Le  lieu  cherché  est  donc  la  circonférence  décrite  sur  bd 
comme  diamètre. 

Nola.  —  Autre  solution  par  .M.  Davidoglol',  qui  rattache  la  question  634 
à  la  précédcute. 
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QUESTION  640 

iSoIution  par  M.  L'Huillier,  répétiteur  au  h'cée  de  Bar-le-Duc. 

Par  le  milieu  G  d'une  corde  fixe  AB  et  d'un  ceccle  0  ,  on 
trace,  de  part  et  d'autre,  de  GA  deux  rayons  GM,  Gm  également 
inclinés  sur  G  A  . 

'/°  Démontrer  que  la  corde  Mm  passe  par  un  point  fixe  Q  et 
que    les    cetxles    QGM,    QGm     sont  orthogonaux  au  cercle    0. 

:2°  Lieu  du  centre  du  cercle  GMid  .  (Bernes.) 

1°  CQ  étant  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  MGwi , 
ou  a 

GM.Gm  =  QM.Qw  -  GQ"  ; 
or     GM.Gm  =  GM.GMi  =  AG- ,     QM.Qm  =  QÔ"  -  rS 
par  suite  GÂ^  +  CQ-  =  Ql^  ==  W  -  V- , 

et  le  point  Q   est  le  pôle  de  la  corde   AB . 

Les  cercles  QGM,  QGw  soûl  orthogonaux  au  cercle  0  puisque 

OC.OQ  ^  rK 
Q  2°  Menons  eu  m 

et  M  les  droites 
mQ.,  MQ,  respec- 
tivement perpen- 
diculaires à  Gw?, 
GM.  Le  centre  w 
du  cercle  circons- 
crit à  GMm  est  le 
point  milieu  de 
GQ .  La  perpen- 
diculaire à  Gm 
passe  par  le  point 
M',  diamétrale- 
ment opposé  au 
point  7^1,  second 
point  de  rencontre 
de  C?n  avec  la 
circoni'éreuce.  Ge  point  est  évidemment  symétrique  de  M  par, 
apport  au  diamètre  parallèle  à   AB.   De  même,  la  perpendi- 
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culaireàCM  passe  par  le  poiut  m',  symétrique  de  m  par  rap- 
port au  même  diamètre.  Le  lieu    de   il   est  donc  ce  diamètre 
lui-même  et  le   lieu   de     w     la    perpendiculaire   élevée   au 
milieu  de   GO . 
J^ola.  —  Autres  solutions  par  MM.  Droz-Farny  et  Davidoglou. 

QUESTION  641 

Solution  par  M.  A.  Droz-FAR.w. 


Dans  un  quadrilatère  ABGD,  AC,  BD  se  coupent  en  M,  AD, 
BC  en  P,  AB,  CD  en  Q.  1°  Montrer  qu'il  y  a  sur  chaque  côté  du 
triangle  MPQ,  sur  MF,  par  exemple,  un  point  q,  et  un  seul,  tel 
que  ce  côté  soit  bissectrice  intérieure  ou  extérieure  de  chacun  des 
angles  AqB,  GqD  sous  lesquels,  de  q,  on  voit  les  côtés  qui  passent 
par  Q.  â°  Dans  le  cas  ou  ABGD  est  inscriptihle,  faire  voir  que 
les  quadrilatères  ADMq,  BCMq,  BDPq,  GAPq  sont  aussi  inscHp- 
tibleset  que  qA.qB  —  qG.qD  —  qM.qP.  (Bernés.) 

Quelle  que  soit  la  position  du  point  Q-surMP,   les  faisceaux 

A 


^/(DPGQ)  el  r/(APBQ)  sont  harmoniques.  Si  donc   Pr/  doit  être 
la  bissectrice  intérieure  ou  extérieure   des  angles   A^B    et 
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CqD,  il  faut  nécessairement  que  l'angle  PçQ  soit  droit;  q 
est  donc  dans  le  triangle  polaire  MPQ,  le  pied  de  la  hau- 
teur abaissée  du  sommet  Q  sur  la  base  M  P.  Gomme  MP 
est  la  polaire  du  point  Q,  on  sait  que  cette  hauteur  passe  par 
le  centre  0  de  la  circonférence  circonscrite  à  ABGD.  Si  donc 
le  quadrilatère  ACCD  est  inscriptible,  il  en  est  de  même 
de  OpMq;  donc 
PM.Pç  =  Pjo.PO  =  PO(PO  -  OP)  =  PÔ'  -  PO.O/)  ==  PÔ'  -  H'. 

Or  PO'  —  R'  exprime  la  puissance  de    P   par  rapport  à  la 
circonférence.  Donc 

V\i.Vq  =  PA.PD  =  PC.PB; 
les  quadrilatères   ADAIg  et  BGM^   sont  doue  inscriptibles  : 

Augie  PDB  =  AryM  =:  Be/P, 
donc  BDPg  et  pour  la  même  raison  GAP^  sont  aussi  inscrip- 
tibles. 

On  a  :  angle  CqL  —  CVyB; 

angle  gAD  =  DMP  =  çMB  =  çCB. 

Les  triangles    A(/D  et  BçG   sont  donc  semblables,  d'où  : 

De  même  les  triangles  ^DP  et  çMG  sont  semblables  :  eu 

effet,  angle  DfyP  =  M^G;  en  outre,  angle  MCQ  =  MB^  =  DP^; 

oP         <7D 
doue  ^  =  i— ,     d'où    oG.f/D  =  oP.oM. 

çG        çM  ^     ^ 

Remarque.  —  La  deuxième  partie  pourrait  être  démontrée  a 
l'aide  de  la  question  518,  dont  elle  est  la  réciproque. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  Davidoglou. 


QUESTION  647 

Solution  et  déreloppeiueuts  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Les  médiatrices  de  AG,  AB  dans  le  triangle  ABG  rencon- 
trent en  p,  Y  la  médiane  AD,  Démontrez  que  Gp,  By  se  coupent 
en  M  sur  la  symédiane  et  que  AM  est  perpendiculaire  sur  OM. 
0  étant  le  centre  de  la  circonférence    ABG.  (Bernes.) 
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Les  deux  circouféronces  tangentes  en  B  et  (1  au  côté  EU 
qui  passent  par  A  se  coupent  en  un  point  A',  situé  évi- 
demment sur  la  médiane  AD,  car  l'axe  radical  de  ces  cir- 
conférences doit  di- 
viser en  parties  éga- 
les leur  tangente 
commune.  Il  en  ré- 
sulte : 

A?GB  =  DÂa 
et    i/BC  =  DAB. 

Les  triangles  Gj3A 
et  ByA  étant  isos- 
cèles,  on  a  aussi  : 

ACp  =  DÀC 
et  AB^^  =  DAb. 

Les  droites  CA.'  et  CS  sont  isogonales  dans  l'angle  G  et 
les  droites  BA'  et  By  sont  isogonales  dans  l'angle  B;  par 
conséquent,  C(3  et  By  doivent  se  croiser  sur  l'isogonale 
de  AD,  c'est-à-dire  sur  la  symédiane  issue  de   A. 

Il  en  résulte 

MCA  +  MÂÙ  ==  DAèJ  -f-  DAb  =  A. 
donc  AMU  =  AMB  =  i8o  -  A, 

BMU  =  BÔÎJ^  2A. 
Los  points   B,  0,  M,  C    sont  sur  une  même  circonférence. 
Ou  en  déduit  que 

UM(J  =  OBC  =  90  -  A, 
et  CMK'  =  A , 

donc  ÏÏMA  =  90°. 

On  peut  aussi  faire  les  remarques  suivantes  : 

1°  M  est  un  des  sommets  du  second  triangle  de  Brocard. 

2«  On  a  SÎÂB  =  SiCÀ.  MXC  =  MBA,  les  circonférences 
(JMA  et  BMA  sont  donc  tangentes  en  A,  respectivement,  à 
AB  et  AC. 

Ainsi  M  est  le  pointdoubledes  figures  semblables  construites 
sur  les  côtés   AC  et  AB. 
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3°  MO  passe  par  le  centre  du  cercle  d'ApolioDius  corres- 
pondant au  côté  BG. 

4°  Le  triangle  podaire  de  M  est  inversement  semblable 
à    ABC. 

Nota.  —  Autre  solation  par  M.  L'Huillier,  répétiteur  au  lycée  de  Bar- 
le-Duc. 


QUESTION  648 

Solution  et  cléreloppemeiits  par  M.  Dnoz-FAn>Y. 


H  étant  l' orthocentre  du  triangle  ABC,  S  le  point  diamétrale- 
ment opposé  à  A  sur  le  cercle  ABC,  S,  y  les  points  oii  BH,  GH 
rencontrent  AS,  démonti^er  que  le  point  oii  se  coupent  les  cercles 
AB3,  AGy  est  la  projection  de  H  sur  la  médiane  AD. 

(Bernes.) 

Le  diamètre  AO   étant  l'isogonale  de  AH,    on  a  : 

angle  OAB  =  HAG  =  90'  -  G  angle  ABH  =  90°  -  A 
donc  HBG  =  OAB  et,  par  conséquent,  la  circonférence  AB[3 
est  tangente  en  B  au  côté  BG;  c'est  un  des  cercles  adjoints 
du  triangle.  De  même,  la  circonférence  ABy  est  tangente  en  G 
à  BG.  Leur  axe  radical  doit  donc  diviser  la  tangente  commune 
BG  en  deux  parties  égales;  la  droite  AA'D  est  la  médiane, 
issue  de  A. 

Angle  AA'B  =  A.8B  =  1 80  -  B, 
angle  AA'G  =  AyG  =  1 80  -  G. 

Donc,  angle  BA'C  =  180  —  A  —  BHG;  les  quatre  points 
B,A',H,G   sont  sur  une  même  circonférence. 

Ainsi,  angle  HA'G  =z  HBG  =90-0  et  angle  GA'D  ==  G; 
donc    angle  HA'D  =  HA'G  -+■  GA'D  ^  90^ 

Le  point    A'    jouit   de   nombreuses   propriétés;  en   voie 
quelques-unes  : 

1°   La   médiane   AA'D    coupe  le   cercle   ABG   en   D'.    La 
figure  A'BD'  Gest  un  parallélogramme,  car 
angle   GA'D'  =  BD'A 
donc    BD'    parallèle  GA'. 
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2°La  perpeadicalaiie  A'a  sur  BG  coupe  en  K'ia  circonférence 
ABC;  A'  appartenant  à  la  circon- 
férence BHG,  il  en  résulte  que 
A'a  =  aK';  mais  on  a  aussi  A'D 
=  DD';  donc  D'K'  est  parallèle 
à  BC  et  par  conséquent  AK'  est 
l'isogonale  de  AD,  donc  ].a  symé- 
diane  issue  de  A.  Le  point  A'  est 
donc  le  symétrique,  par  rapport  à 
BG,  du  point  où  la  sy médiane  KA 
coupe  la  circonférence  circonscrite. 

3°  A'  appartient  au  ceirle  orl/io- 
centroïdal. 

4°  Le  triangle   BA'D'   étant  semblable  à    ABG,     on  a 
BA'  :  A'D'  —  c  :  a;     de  même,     CA'  :  A'D'  —  h  :  a 
donc  ;  BA'  :  GA'  =  c  :  6. 

Le  point  A'  appartient  au  ceixle  d'Apollonius  correspondant 
au  côté  BG. 

o"  Le  triangle  podaire  de  A'  est  isoscèle.  Son  angle  de 
base  =  A. 

Il  y  aurait  encore  lieu  de  considérer  le  triangle  A'B'G' 
inscrit  dans  le  cercle  orthocentroïdal  et  qui  est  semblable  au 
triangle  médian.  Ou  obtiendrait  aisément  de  nouvelles  pro- 
priétés de  ces  points. 

Nota.  —  Autre  salution  par  MM.  L'Huillier,  répjtiteur  au  lycée  de 
Bar-le-Duc;  Tzitzeica. 


QUESTION  65-2 

Suliitiou  par  M.  A.  Dho/.-Farny. 


On  donne  une  circonférence  de  cercle  et  un  point  dans  son  intérieur 
De  ce  point,  on  mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport  au 
cercle.  Démontrer  que,  quelles  que  soient  ces  deux  droites,  la  somme 
des  inverses  des  carrés  des  cordes  que  le  cercle  inteixeple  sur  elles 
est  constante.  (Manuheim.) 
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Soient   DD' et  EE'   deux  cordes  conjuguées  passant  par  le 

point  P,  A  et  B  leurs  pôles 
respectifs  situés  sur  la  polaire 
de  P.  Le  triangle  APB  a  0 
pour  orthocentre,  et  soient 
a,  (3,  Y  les  pieds  des  hauteurs 
et  OP  =  d. 

On  a: 
-'A.vB  =  Oy[Oy  -  cl] 

=  CK'  -  R'- 


=  4 


R'^  —  

OA^ 


4R2 


0.\'  -  R'- 


4^%— ,     —,     T.         4R'     A     T,     — o-     4R^YA.AB 


De  même 


EEj'  = 


4R^yB.AB 
OB^ 


l_        I     __OA\yB  +  QB^yA_lOy  4-yA'JyB+lOï'+ïB'^JïA 


DD,^    EE;-      4R^yA.yB.AB  4R'(0y^  -  R^)AB 

CTf  .AB  +  (cTf  -  R^lAB       4R'^(âr  -  î^ 


4R^(Uy^  -  R*)  AB 


2Ûy'  -  R^ 


En  posant  enfin    Oy 
I  I 


2R^  -  d' 


on  trouve 


DDf       EEf       4{Ri  -  d-R^) 


constante. 


QUESTION    655 

Solution  par  M.  H.  L'IIcillier, 


On  considère  un  triangle  ABC  et  le  cercle  A  circonscrit  d  ABC. 
Ij^s  parallèles  à  la  tangente  en  A  au  cercle  A  inenées  par  les 
points  B  et  C  rencontrent  les  côtés  AG  et  AB  en  des  points  A'A" 
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La  droite  A' A"   coupe  BC  en  a.  Démonlrei'  que  Ax  ci  les  droites 
analogues   B3,  C'y  passent  par  un  même  point.  (G.  L.) 

D'après  un  ihéorème  bien  connu  la  droite  Ax  passe  par  les 
milieux  P,  Q  de  A'Get  BA".  Ces 
droites  étant  antiparallèlfs  avec 
BC  par  rapport  à   l'angle  A,  la 
droite    Aa     est    symédianc    du 
triangle  ABC,  donc...  etc. 
Autrement  (*).  —  On  a  : 
Cv.  _    BV 
"^  ""  ÂfC' 
mais  les  deux  triangles  sembla- 
bles  ABC,  ABA'    donnent: 
BA'       AB 


BU 

de  même,  on  a 

(-2)  '''" 


AU 


_  AC 
BCr"   ÂB' 

Divisant  (1)  et  (2)  meml  re  à  membre,  ou  a  : 

B'A  Cv.        AB- 

ou     —  =  ? 

A"C  aB       A'C* 

c'est-à-dire  que    Av.   passe  par  le  point  de  Lemoine  (**).   '^ 

.Y.  B.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Diioz-Farny,  Govens,  Tzitz-éica. 


nUKSTION  657 

^iolutiuii  par  M.  A.  Dhoz-Fauny. 


Le  j)oint  M  ou  S3  eoupent  les  deux  droites  .symétriques  de  BC, 
l'une  relativement  à  la  hauteur  BK  f/((  triangle  ABC,  l'autre 
relativement  à  la  hauteur  CL  et  les  points  N  et  P  oit  ces  mêmes 
hauteurs  rencontrent  respectivement  la  parallèle  menée  par  G  à 
AB  et  la  parallèle  menée  par  B  à  AC,  sont  trois  points  en  ligne 
droite.  De  plus,  si  Q   est  la  rencontre  de  cette  droite   MNP  et  de 

(*)  Celle  solution  csl  de  M.  Liimoine 

(**)  En  indiquant  celle  proprielc.  j'avais  eu  pour  objet  principal  uuc 
construction  du  point  de  Lemoiue.  Y  en  a-t-il  de  plus  simple  au  point 
de  vue  géomélrograpbiquc? 
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la  médiatrice  de   BC,   les  deux  angles  QBG,  QGB  sont  égaux  à 


l'angle  A  du    triangle. 
Portons  sur  GA.etBA.  respectivement  CE 

A 


F      B  D 

ceaux  a^'ant  le  rayon    BC 


(Bernes.) 

KG'etBL  =  LB'; 
les  droites  BC' 
et  CL'  sont  les 
symétriques 
demandées  se 
coupant  en  M. 
Il  en  résulte  que 
faisceau  B 
(G,  K,  GT) 

=  G(BLB'N) 
=  G(BNB  L). 
Ges  deux  fais- 


C      E 

commun,  les  points  de  rencontre 

P,  M,  N  des  couples  de  rayons  homologues  sont  en  ligne  droite. 

Soient    E  et  F    les  projections  de    N  et  P    sur  AG;   on  a 

z-^,"!       ^x'         -T.        CK  cos  B       a  cos  B  cos  G       -^^    „    ,  „ 

GE  =  G^  cosB  = = =  BF;  E  et  F 

cos  A  cos  A 

sont  donc  isotomiques  sur  BC;  on  trouve  de  même 


NE  = 


donc     QD  =  a 


a  sin  B  cos  G 
cos  A 
(sin  B  cos  G 


et      PF  =: 


a  cos  B  sin  G 
cos  A 


cosB  sin  G)       a  ,     . 

—     —  Tf>'  A 

2  cos  A  ~  2   ^    ' 


ce  qui  prouve  que    QBG  =  QGB  =  A. 

Remarque.  —  Si  BQ  et  GQ  coupent  respectivement  GA 
et  BA  on  B  et  y  les  circonférences  ABS  et  AGy  sont  les 
cercles  adjoints  du  triangle,  tangents  en    B  et  G   à  BC. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  L'Huillicr. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


690.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  inscrit  dans 
l'angle  A  les  deux  cercles  qui  sont  tangents  à  la  fois  aux 
côtés  de  l'angle  et  au  cercle  inscrit  du  triangle  ABC;  on 
inscrit  de  même  les  deux  cercles  qui  sont  tangents  à  la  fois 
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aux  côtés  de  l'anglo  et  au  cercle  inscrit  dans  l'angle  A.  En 
agissant  ainsi  pour  les  angles  B  et  C,  ou  trace  douze  cercles 
dont  le  produit  des  rayons  est  égal  à  la  quatrième  puissance 
du  produit  du  rayon  du  cercle  inscrit  multiplié  par  l'aire  du 
triangle  ABC.  (E.-N.  Barisien.) 

691.  —  Par  le  point  I,  centre  du  cercle  inscrit  dans  un 
triangle  ABC,  on  mène  une  droite  parallèle  à  BG  qui  ren- 
contre AG  en  B'  et  AB  en  G';  par  le  même  point  I,  on  mène 
une  parallèle  a  AG  qui  rencontre  BG  en  A'  et  AB  en  G",  puis 
une  parallèle  a  AB   qui  rencontre   BG   en    A"  et  AG  en  B". 

1°  Démontrer  les  relations 

lAMA^^  _  IBMB"  _  IG'.IG" 
BG      ~       AG      ~      AB     ' 
IA.IB'.IG'==  A'A".B'B".G'G'. 
'2^  Evaluer  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites   A'B', 
A"G'  et  B"G".  Dans  quel  cas  cette  aire  est-elle  égale  à  celle  du 
triangle  ABG? 

3"  On  considère  le  cercle  de  rayon   )\    tangent  en  B"  et  G" 
aux  côtés  AG  et  AB,  le  cercle  de  rayon  ;\  tangent  eu  G'  et  A" 
aux  côtés  AB  et  BG,    et  le  cercle  de  rayon   r^   tangent  en  A' 
et  B'  aux  côtés  BG   et  AG. 
Démontrer  la  relation 

R,  r  et  p  désignant,  respectivement,  les  rayons  du  cercle  cir- 
conscrit, du  cercle  inscrit,  et  le  demi-périmètre. 

Nota.  —  D'après  la  qucslion  n°  16o8  de  M.  Mannheim 
(iV.A.j)/.,  janvier  1894),  parmi  les  cercles  tangents  aux  trois 
cercles  ri,i\,}'g,  se  trouverait  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle    ABG.  (E.-N.  Barisien). 

692.  — Éliminer   j   entre  les  deux  équations 

I  4-  sino 


X  = 


SIU  9  4-  COS  Ci  4-  sin»  cjs» 

I  -i-  cos  9 

sin  -i  -+-  cos  :-  +  sin  -i  cos  • 

(G.L.). 
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693.  —  On  considère  une  parabole  P,  de  sommet  0.  On 
fait  tourner,  dans  son  plan,  autour  de  0,  d'un  angle  droit, 
la  parabole   P;  soit   Q   sa  nouvelle  position. 

Les  deux  paraboles  P,  Q  ont  un  seul  point  réel  commun  A; 
sur    OA,    comme  diamètre,  on  décrit  une   circonférence    A. 

Par  un  point  M,  arbitrairement  choisi  sur  A,  on  mène  des 
parallèles  aux  axes  des  paraboles  P,  Q  ;  elles  les  rencontrent 
respectivement  aux  points  p,  q. 

Démontrer  que  le  triangle  jfSlq   est  isoscèlc.  (G.  L.) 

G94,  —  Plaçant  le  pôle  d'une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  au  sommet  c  d'un  triangle  donné  abc, 
on  prend  les  transformés  a',  h'  des  sommets  a,  b.  Démon- 
trer que  le  transformé  du  centre  o  du  cercle  inscrit  au 
triangle  abc  est,  sur  la  droite  co,  le  centre  du  cercle  ex-inscrit 
au  triangle  a'cU.  (Mannlieim.) 

695.  —  Étant  donné  un  angle  A,  on  considère  une  cir- 
conférence, ayant  pour  centre  un  point  0  de  la  bissectrice  AR 
do  Taugie  et  coupant  les  côtés  de  l'angle  et  les  tangentes  à 
la  circonférence  eu  deux  points  d'intersection  B  et  E,  situés 
sur  l'oblique  BE  à  la  bissectrice  et  de  côtés  difTérents  de  celte 
droite.  1°  Quels  que  soient  la  position  du  centre  0  sur  la 
bissectrice  et  le  rayon  de  la  circonférence  sécante,  l'angle  M 
des  deux  tangentes  considérées  est  égal  à  l'angle  A.  2°  Le 
lieu  du  point  d'intersection  M  des  tangentes  est  la  perpen- 
diculaire, en  A,  à  la  bissectrice  AR.  (E.  Lehon.) 

696.  —  Trouver  toutes  les  solutions  entières  des  deux  équa- 
tions indéterminées 

a;2  +  2//  =  u- 

x^  —  21]  =  y" 
dans  lesquelles  x,  y,  u,  v  sont  des  inconnues. 

(E.  Lenoinc.) 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LO^'GCHAMPS. 
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